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S T R E S Z C Z E N I E
Niniejsza rozprawa doktorska stanowi oryginalne zastosowanie wybranych kanonicz-
nych modeli uz˙ywanych w ramach fizyki statystycznej do badania własnos´ci układów le-
z˙a˛cych poza zainteresowaniem tradycyjnie rozumianej fizyki. Mam tu na mys´li obszary
badawcze be˛da˛ce tradycyjnie domena˛ ekonomii oraz socjologii a dzisiaj stanowia˛ce juz˙
przedmiot intensywnych i ekstensywnych badan´ ekono- i socjofizyki.
Dokładniej rzecz biora˛c, tematyka niniejszej rozprawy doktorskiej dotyczy dynamiki do-
chodów gospodarstw domowych społeczen´stw Polski oraz Unii Europejskiej w okresach
kryzysów i poza nimi. Badania przeprowadziłem zarówno w ramach dynamiki stochastycz-
nej Langevina i równania Fokkera–Plancka, jak tez˙ wybranych modeli bła˛dzen´ losowych,
gdzie dochód gospodarstw domowych jest traktowany jak zalez˙na od czasu zmienna lo-
sowa.
W rozprawie uzyskałem wartos´ciowe wyniki dotycza˛ce analizy zamoz˙nos´ci i dochodo-
wos´ci zarówno polskich gospodarstw domowych jak tez˙ gospodarstw domowych społe-
czen´stw nalez˙a˛cych do Unii Europejskiej traktowanej jako całos´c´. Analize˛ ta˛ poprowa-
dziłem w oparciu z jednej strony o dane empiryczne (z lat 2004–2010), z drugiej strony
o wybrane modele rozwijane w ramach fizyki statystycznej, matematyki finansowej i eko-
nometrii dotycza˛ce np. funkcji pote˛gowych, wykładniczych i logarytmiczno–normalnych,
czyli (mówia˛c ogólniej) w ramach prawa Pareto, modelu zderzen´, Prawa Efektów Propor-
cjonalnych jak tez˙ w ramach uogólnionego modelu Lotka–Volterra. Nalez˙y podkres´lic´, z˙e
wspomniane modele maja˛ charakter wielociałowy i dynamiczny w sensie dynamiki stocha-
stycznej, której szczególnym przypadkiem jest liniowa i nieliniowa dynamika Langevina.
Celem merytorycznym mojej rozprawy doktorskiej jest pogłe˛bione zrozumienie, a w tym
opis ilos´ciowy (sparametryzowany niewielka˛ liczba˛ wielkos´ci moz˙liwych do wyznaczenia
z danych empirycznych) mechanizmów uzyskiwania dochodów i bogacenia sie˛ lub uboz˙e-
nia zarówno ludnos´ci Polski jak i Unii Europejskiej. Jest to niezwykle waz˙ny cel, którego
osia˛gnie˛cie pocia˛ga za soba˛ moz˙liwos´c´ okres´lenia s´ciez˙ek rozwojowych Unii Europejskiej
a w tym Polski.
Głównym wynikiem moich badan´ jest uogólnienie znanego modelu Yakovenko a co za
tym idzie zasadniczego wzoru Yakovenko. Umoz˙liwiło to zbadanie dochodowos´ci wszyst-
kich klas społecznych a nie tylko dwóch jak w oryginalnym modelu Yakovenko. Innymi
słowy, otrzymana przeze mnie formuła jest w stanie opisac´ dochodowos´c´ wszystkich go-
spodarstw domowych w Unii Europejskiej, poczynaja˛c od najbiedniejszych na najbogat-
szych kon´cza˛c. Nalez˙y podkres´lic´, z˙e pomimo wielu prób maja˛cych na celu teoretyczny
opis empirycznych rozkładów dochodów jednostek ba˛dz´ gospodarstw domowych, jak do-
ta˛d zaproponowany przeze mnie model jest pierwszym daja˛cym efektywny, spójny i kom-
pleksowy opis dochodów gospodarstw domowych wszystkich klas społecznych. Jest on
ukoronowaniem obecnego stanu wiedzy dotycza˛cej analizy dochodów gospodarstw domo-
wych.
Przedstawione przeze mnie badania naukowe maja˛ waz˙ny aspekt pragmatyczny, gdyz˙
moga˛ wspomóc np. konstruowanie optymalnego systemu podatkowego, a takz˙e emerytal-
nego. Ponadto, moga˛ pomóc okres´lic´ strukture˛ popytowa˛ rynków.
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Niniejsza rozprawa doktorska składa sie˛ z czterech wzajemnie uzupełniaja˛cych sie˛ roz-
działów:
• w pierwszym rozdziale przedstawiłem krytyczne omówienie stosowanych dotych-
czas modeli teoretycznych, maja˛cych na celu analityczny opis dochodów społeczen´stw;
• w drugim rozdziale zaproponowałem własne modele, maja˛ce na celu efektywny,
spójny i kompleksowy opis dochodów społeczen´stw;
• w trzecim rozdziale dokonałem opracowania danych empirycznych dotycza˛cych rocz-
nych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Polsce w latach 2004–
2010, przede wszystkim poprzez porównanie ich z modelami teoretycznymi. Skupi-
łem sie˛ takz˙e na analizie własnos´ci wykorzystywanych modeli;
• w czwartym rozdziale szczegółowo przedstawiłem moja˛ procedure˛ dotycza˛ca˛ ła˛cze-
nia róz˙nych baz zawieraja˛cych dane o dochodach. Naste˛pnie, maja˛c pełne dane o do-
chodach wszystkich klas społecznych w Unii Europejskiej, przeprowadziłem analo-
giczne analizy jak w rozdziale 3 dla lat 2005–2010. Dokonałem równiez˙ weryfikacji
i obszernego omówienia własnos´ci skonstruowanego przeze mnie modelu.
Prace˛ uzupełniłem o niezbe˛dne rozwaz˙ania dotycza˛ce rozkładu Pareto (dodatek A i B)
oraz uogólnionego modelu Lotka–Volterra (dodatek C). Dla ułatwienia zamies´ciłem takz˙e
opis metody Weibulla (dodatek D). W dodatkach E i F zawarłem uzupełniaja˛ce informacje
na temat analizy danych empirycznych dotycza˛cych dochodów gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej. Z kolei, w dodatku G przeprowadziłem poszerzona˛ dyskusje˛ na temat
procedury ła˛czenia baz danych. Natomiast, dodatek H zawiera omówienie współczynnika
Giniego.
A B S T R A C T
My phd thesis is an original selection, reformulation and extension of the canonical
models of statistical physics dedicated for study the properties of systems beyond the
traditional physics. Although, the research areas covered by my thesis are traditionally the
domain of economy and sociology, these areas belongs today to the research mainstream
of econo- and sociophysics.
More precisely, the subject of my thesis concerns the dynamics of household incomes
in Poland and the European Union during the time of crisis and beyond. I conducted my
main analysis both within the Langevin stochastic dynamics and Fokker–Planck equation.
In addition, I considered selected models of random walks where household income is
treated as a time-dependent random variable.
In my thesis I obtained valuable results by analysing the wealth and income of Polish ho-
useholds as well as households of societies belonging to the European Union. This analysis
was based both on empirical data (from the years 2004–2010) and on selected models de-
veloped within the statistical physics, financial mathematics and econometrics concerning
for example, power-law, exponential and log-normal distributions that is, the Pareto law,
collision models, the Rules of Proportionate Growth and Generalised Lotka–Volterra mo-
del. It should be emphasised that these models are multivariable and dynamic (in the sense
of stochastic dynamics) – the linear and nonlinear Langevin dynamics are their prominent
examples.
The main aim of my thesis is a deeper understanding, including quantitative description
(parametrised by a small number of values possible to determine from the empirical data)
of the mechanisms of gaining income and enrichment or impoverishment of the societies
both Poland and the European Union. This is an extremely important goal, the achievement
of which can specify the pathways of development of the European Union and Poland.
The main result of my research is a generalisation of the well known Yakovenko model
and thus the principal formula of Yakovenko. The formula is based directly on the equ-
ilibrium solution of the corresponding Fokker–Planck equation. This allowed us to study
the income of all three society classes and not only two ones as the original Yakovenko
model made. In other words, I have obtained the formula which is able to describe the in-
come of all European Union households belonging to the low-, medium- and high-income
society classes. It should be emphasised that, despite many attempts aimed for theoreti-
cal description of the empirical income distributions of individuals or households, so far
I have proposed model which is the first that gives an effective, consistent and comprehen-
sive description of the household incomes of all society classes. My low-parameter model
is a culmination of the current knowledge regarding the analysis of household incomes.
My research has some significant pragmatic aspect, as it can support, for instance, the
construction of the appropriate tax and retirement systems. Furthermore, my research can
estimate the structure of the market demands.
My dissertation consists of four complementary chapters:
• the first chapter, where I presented a critical overview of theoretical models used so
far to analytical description of society incomes;
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4• the second chapter, where I developed efficient, consistent and comprehensive forma-
lism describing the society incomes;
• the third chapter, where I analysed empirical data on the annual disposable income
of Polish households in the years 2004–2010, in particular by comparison of the em-
pirical data with theoretical models. In this chapter I also focused on the analysis of
properties of commonly used models;
• the fourth chapter, where I presented the detailed procedure for joining different data-
bases containing empirical income data. Then, with a complete income dataset of all
society classes in the European Union, I have carried out an extended (in comparison
with that shown in Section 3) analysis for the years 2005–2010. To perform this ana-
lysis I used my models, having well motivated opportunity to make their thorough
review and discuss their useful properties.
In seven appendices I discussed the Pareto distribution (Appendix A and B) and the Ge-
neralised Lotka–Volterra model (Appendix C). I also enclosed a description of the Weibull
method (Appendix D). In the appendices E and F I included additional information on the
analysis of empirical data on household incomes in the European Union. Furthermore, in
the Appendix G I carried out a thorough discussion concerning the procedure of joining
the databases. Moreover, Appendix H contains an overview of the Gini coefficient.
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W S T E˛ P : K R Ó T K I P R Z E G L A˛ D P R O B L E M AT Y K I
„Wiedza nigdy nie rozstrzygnie jednego problemu
bez stworzenia dziesie˛ciu nowych.”
GEORGE BERNARD SHAW
Ekonofizyka jako dziedzina nauki
Dzisiejsze badania naukowe wykorzystuja˛ do opisu złoz˙onos´ci otaczaja˛cego nas
s´wiata nie tylko narze˛dzia, jakie oferuja˛ poszczególne dyscypliny naukowe, ale co-
raz cze˛s´ciej ła˛cza˛ metody stosowane do tej pory w zupełnie róz˙nych dziedzinach
nauki. Jedna˛ z takich dziedzin nauki jest ekonofizyka, która przy uz˙yciu metod
i modeli stosowanych najcze˛s´ciej w fizyce statystycznej i fizyce materii skondenso-
wanej opisuje procesy ekonomiczne i finansowe. Terminu ekonofizyka po raz pierw-
szy uz˙ył fizyk Eugene H. Stanley w pracy [1], która stanowi swego rodzaju mani-
fest tej nowej dziedziny nauki.
Termin ekonofizyka powstał jako neologizm – złoz˙enie dwóch słów: ekonomia i fi-
zyka okres´laja˛cych dwie odre˛bne dziedziny nauki, analogicznie jak ma to miejsce
dla astrofizyki, geofizyki czy biofizyki, które wykorzystuja˛ metody fizyki do opisu
zjawisk badanych odpowiednio w ramach astronomii, nauki o Ziemi czy biologii.
Nalez˙y podkres´lic´, z˙e ekonofizyka nie przenosi bezpos´rednio praw fizyki, np. ta-
kich jak zasady dynamiki Newtona czy podejs´cia stosowanego w ramach fizyki
kwantowej, do opisu zachowan´ ekonomicznych róz˙nego rodzaju podmiotów, np.
inwestorów, poszczególnych osób czy gospodarstw domowych. Wykorzystuje ona
metody matematyczne rozwinie˛te np. w ramach fizyki statystycznej do analizy
własnos´ci statystycznych układów złoz˙onych składaja˛cych sie˛ z duz˙ej liczby wspo-
mnianych wczes´niej podmiotów [2].
Ekonofizyka skupia sie˛ na ilos´ciowej analizie danych ekonomicznych i finanso-
wych, które w dobie komputeryzacji i internetu stały sie˛ łatwo doste˛pne. Koncen-
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truja˛c sie˛ na modelowaniu matematyczno-fizycznym duz˙ej liczby oddziałuja˛cych
ze soba˛ ekonomicznych podmiotów (ang. agents), ma ona wiele wspólnego z ba-
daniami prowadzonymi w ramach ekonometrii i modelowania wieloagentowego
(ang. agent-based modeling) [2].
Aktualny stan wiedzy
Jednym z waz˙niejszych nurtów ekonofizyki jest badanie redystrybucji bogactwa
i dochodów w społeczen´stwie oraz analiza nierównos´ci społecznych. Pionierem
tego typu badan´ jest włoski ekonomista i socjolog – Vilfredo Pareto. Pod koniec
XIX wieku Pareto jako pierwszy podja˛ł próbe˛ analitycznego opisu dystrybucji bo-
gactwa w społeczen´stwie reprezentowanego przez roczne dochody jednostek. Jed-
nym z waz˙niejszych jego odkryc´ jest fakt, z˙e rozkłady dochodów ludnos´ci po-
szczególnych pan´stw maja˛ charakter uniwersalny i cechuja˛ sie˛ mała˛ zmiennos´cia˛
w „przestrzeni” i czasie. Dodatkowo stwierdził on, z˙e rozkłady te nie przypominaja˛
kształtem rozkładów, które otrzymalibys´my gdyby zdobywanie i posiadanie bo-
gactwa miało charakter przypadkowy. Pareto zaobserwował takz˙e stabilnos´c´ tych
rozkładów. Nawet gdybys´my wykluczyli z procesu uzyskiwania dochodów jed-
nostki najbogatsze ba˛dz´ najbiedniejsze, to po pewnym okresie rozkład dochodów
be˛dzie ponownie przypominał kształtem rozkład pocza˛tkowy [3–6]. Głównym wy-
nikiem jego badan´ było stwierdzenie, z˙e rozkłady dochodów w poszczególnych
krajach o stabilnej gospodarce moga˛ byc´ opisane uniwersalnym prawem pote˛go-
wym, zwanym dzisiaj prawem Pareto (szczegółowy opis prawa Pareto znajduje
sie˛ w rozdziale 1.4). Jako moz˙liwe pochodzenie tego prawa, Pareto wskazał samo-
podobien´stwo struktury dochodów uzyskiwanych przez społeczen´stwa. Odkrycia
Pareto sprawiły, z˙e badanie i próba analitycznego opisu dochodów społeczen´stw
wywołały istna˛ lawine˛ prac naukowych.
Tematyka˛ dochodów społeczen´stw zajmował sie˛ takz˙e francuski ekonomista Ro-
bert Gibrat. W swoich badaniach wskazał on, z˙e prawo Pareto nie jest w stanie
opisac´ rozkładu dochodów w całym zakresie. Próbuja˛c stworzyc´ model, który opi-
sywałby dochody wszystkich klas społecznych, zaproponował podejs´cie zwane
Prawem Efektów Proporcjonalnych. Wykorzystuja˛c proces stochastyczny opisuja˛cy
dynamike˛ zmian dochodu lub bogactwa pojedynczej osoby ba˛dz´ gospodarstwa
wste˛p : krótki przegla˛d problematyki 9
domowego, otrzymał teoretyczna˛ ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa opisuja˛ca˛ dochody
społeczen´stwa (patrz rozdział 1.6) [5–10].
Z kolei, David Champernowne zaproponował jeden z pierwszych modeli stocha-
stycznych, który odtwarza prawo Pareto [6, 11]. Natomiast Benoit Mandelbrot opi-
sał podstawowe własnos´ci zmiennych losowych pochodza˛cych z rozkładu Pareto
(patrz dodatek A) [6, 12].
Badanie i próba analitycznego opisu rozkładów dochodów ludnos´ci podje˛ta przez
Gibrata, Champernowne’a oraz Mandelbrota doprowadziła do odkrycia wielu istot-
nych własnos´ci tych rozkładów, jednak nie dała odpowiedzi na pytanie o me-
chanizm „mikroskopowy” determinuja˛cy okres´lona˛ postac´ rozkładu dochodów.
Współczes´nie zaproponowano modele, przy pomocy których próbuje sie˛ wyjas´nic´
mechanizmy mikroskopowe (na poziomie dochodów poszczególnych osób ba˛dz´
gospodarstw domowych) stoja˛ce za obserwowanymi rozkładami dochodów.
Ws´ród tych modeli moz˙emy wyróz˙nic´ dwie zasadnicze grupy. Pierwsza opiera
sie˛ na teorii kinetyczno-cza˛steczkowej Boltzmanna opisuja˛cej zderzenia cza˛steczek
w gazach. Analogicznie do zderzenia dwóch cza˛steczek, podczas którego naste˛puje
wymiana energii kinetycznej pomie˛dzy nimi, w modelach tych – zwanych mode-
lami zderzen´ – zakłada sie˛, z˙e w danej chwili dwie losowo wybrane osoby lub
gospodarstwa domowe dokonuja˛ pomie˛dzy soba˛ wymiany posiadanych zasobów
finansowych zgodnie z okres´lonymi regułami [13–21]. Wybieraja˛c odpowiednio re-
guły moz˙emy mówic´ o podstawowym modelu zderzen´ zaproponowanym przez
Dra˘gulescu i Yakovenko [6, 19, 22], który prowadzi do prawa Boltzmanna–Gibbsa
(patrz rozdział 1.3). Wyróz˙nia sie˛ takz˙e modele zderzen´ dopuszczaja˛ce ujemny do-
chód (rozumiany jako strata) [19, 23–25], modele zderzen´ z jednakowa˛ dla wszyst-
kich jednostek skłonnos´cia˛ do oszcze˛dzania [6,13–17,20,22,26] a takz˙e modele zde-
rzen´ ze zróz˙nicowana˛ skłonnos´cia˛ jednostek do oszcze˛dzania [6, 18, 20–22, 27–36].
Druga grupa modeli, rozwijanych równiez˙ w ramach niniejszej rozprawy dok-
torskiej, traktuje dochód jednostki ba˛dz´ gospodarstwa domowego jako zmienna˛
losowa˛, do opisu której stosuje sie˛ dynamike˛ stochastyczna˛ wyraz˙ona˛ przez nieli-
niowe równanie Langevina i odpowiadaja˛ce mu równanie Fokkera–Plancka. W za-
lez˙nos´ci od konkretnych załoz˙en´ dotycza˛cych dynamiki zmian dochodu, moz˙emy
otrzymac´ naste˛puja˛ce modele: prawo Boltzmanna–Gibbsa (patrz rozdział 1.3) [2,
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5, 6, 37], prawo Pareto (rozdział 1.4) [2, 5, 6, 37], Prawo Efektów Proporcjonalnych
(rozdział 1.6) [2, 5–10], uogólniony model Lotka–Volterra (rozdział 1.7) [2, 5, 38–41],
ba˛dz´ model Yakovenko (rozdział 1.5) [2, 37].
Nalez˙y podkres´lic´, z˙e zarówno w ramach teorii kinetyczno-cza˛steczkowej Bolt-
zmanna jaki i dynamiki stochastycznej Langevina, które prowadza˛ do okres´lonych
rozkładów dochodów jednostek ba˛dz´ gospodarstw domowych, ekonofizyka toruje
droge˛ nowym kierunkom badan´, komplementarnym do rozwijanych w ramach
nauk ekonomicznych [42, 43].
Oprócz budowy modeli analitycznych opisuja˛cych rozkłady dochodów, wielu
badaczy zajmowało sie˛ równiez˙ weryfikacja˛ tych modeli poprzez porównanie ich
przewidywan´ z danymi empirycznymi dotycza˛cymi zarówno dochodów jednostek,
jak tez˙ dochodów gospodarstw domowych. Analizy takie przeprowadzono m. in.
dla Stanów Zjednoczonych [2,30,37,44–55], Wielkiej Brytanii [3,5,29–31,45,52,56,57],
Niemiec [3,52,57], Włoch [3,57–59], Francji [3], Szwajcarii [3], Japonii [29,53,56,60–
64], Australii [54, 59, 65, 66], Kanady [47], Czech [47], Nowej Zelandii [29, 56], Indii
[67], Sri Lanki [47], Argentyny [56], Peru [3], Korei Południowej [68], Rumunii [69]
oraz Polski [49].
Nalez˙y zaznaczyc´, z˙e (przynajmniej cze˛s´ciowo) tematyka niniejszej pracy doty-
czy takz˙e zagadnien´ rozwijanych w ramach socjofizyki. Socjofizyka w odróz˙nie-
niu od ekonofizyki nie skupia sie˛ tylko i wyła˛cznie na badaniach ekonomicznej
aktywnos´ci jednostek, ale wykorzystuja˛c metody fizyki, zajmuje sie˛ szeroko ro-
zumianymi zagadnieniami z dziedziny nauk społecznych, takimi jak np. analiza
preferencji wyborczych, sieci społecznych, decyzji podejmowanych w ramach okre-
s´lonych grup społecznych, formowanie koalicji, terroryzm czy dynamika opinii
społecznych [2, 70].
Cele pracy
Niniejsza rozprawa doktorska opiera sie˛ głównie na moich pie˛ciu publikacjach
[71–75], z lat 2010–2013, rozszerzaja˛c znacza˛co oraz uzupełniaja˛c i pogłe˛biaja˛c ba-
dania zapocza˛tkowane przeze mnie w pracy magisterskiej [6].
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Głównym celem niniejszej pracy jest:
• skonstruowanie modelu teoretycznego (nazwanego przeze mnie rozszerzo-
nym modelem Yakovenko, rozdział 2.2) opisuja˛cego rozkłady dochodów
w całym zakresie, czyli dochody wszystkich klas społecznych, tj. gospo-
darstw domowych o niskich, s´rednich i wysokich dochodach, wła˛czaja˛c
w to takz˙e obszary przejs´ciowe pomie˛dzy tymi klasami. Nalez˙y podkres´lic´,
z˙e pomimo wspomnianych wczes´niej wielu prób teoretycznego opisu em-
pirycznych rozkładów dochodów jednostek ba˛dz´ gospodarstw domowych
jest to, jak dota˛d, pierwszy model daja˛cy efektywny, spójny i kompleksowy
opis dochodów gospodarstw domowych wszystkich klas społecznych. Jest
on ukoronowaniem obecnego stanu wiedzy dotycza˛cej analizy dochodów
gospodarstw domowych.
Ws´ród celów szczegółowych nalez˙y wymienic´:
• wyprowadzenie równania Fokkera–Plancka z równania Langevina dostoso-
wane do konkretnych warunków brzegowych postawionego w niniejszej
pracy problemu;
• zaproponowanie procedury ła˛czenia baz danych, dzie˛ki której moz˙liwe było
uzyskanie wystarczaja˛cej liczby danych o dochodach nalez˙a˛cych do wszyst-
kich klas społecznych Unii Europejskiej, tj. gospodarstw domowych uzy-
skuja˛cych niskie, s´rednie i wysokie dochody (rozdział 4.2);
• analize˛ danych empirycznych dotycza˛cych rocznych dochodów rozporza˛-
dzalnych gospodarstw domowych w Polsce polegaja˛ca˛ na weryfikacji przy-
toczonych w pracy modeli: Prawa Efektów Proporcjonalnych, słabego prawa
Pareto oraz uogólnionego modelu Lotka–Volterra (rozdział 3.3);
• analize˛ danych empirycznych dotycza˛cych rocznych dochodów brutto go-
spodarstw domowych w Unii Europejskiej polegaja˛ca˛ na weryfikacji przyto-
czonych w pracy modeli: prawa Boltzmanna–Gibbsa, słabego prawa Pareto
a przede wszystkim weryfikacji skonstruowanego przeze mnie rozszerzo-
nego modelu Yakovenko (rozdział 4.4 oraz 4.5). Ku mojemu zaskoczeniu,
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analiza dochodów gospodarstw domowych Unii Europejskiej metodami fi-
zyki statystycznej została po raz pierwszy przeprowadzona w moich publi-
kacjach [73–75] i niniejszej rozprawie doktorskiej.
Układ pracy
Niniejsza praca składa sie˛ z czterech wzajemnie uzupełniaja˛cych sie˛ rozdziałów:
• w pierwszym rozdziale omówiłem stosowane dotychczas modele teoretyczne,
maja˛ce na celu analityczny opis dochodów społeczen´stw;
• w drugim rozdziale zaproponowałem własne modele, maja˛ce na celu efek-
tywny, spójny i kompleksowy opis dochodów społeczen´stw;
• w trzecim rozdziale dokonałem opracowania danych empirycznych dotycza˛-
cych rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Pol-
sce w latach 2004–2010, przede wszystkim poprzez porównanie ich z mode-
lami teoretycznymi. Skupiłem sie˛ takz˙e na analizie własnos´ci wykorzystywa-
nych modeli;
• w czwartym rozdziale szczegółowo przedstawiłem moja˛ procedure˛ dotycza˛ca˛
ła˛czenia róz˙nych baz zawieraja˛cych dane o dochodach. Naste˛pnie, maja˛c pełne
dane o dochodach wszystkich klas społecznych w Unii Europejskiej, wykona-
łem analogiczne analizy jak w rozdziale 3 dla lat 2005–2010. Dokonałem rów-
niez˙ weryfikacji i obszernego omówienia własnos´ci skonstruowanego przeze
mnie modelu.
Prace˛ uzupełniłem o niezbe˛dne rozwaz˙ania dotycza˛ce rozkładu Pareto (doda-
tek A i B) oraz uogólnionego modelu Lotka–Volterra (dodatek C). Zamies´ci-
łem takz˙e opis metody Weibulla (dodatek D). W dodatkach E i F zawarłem
uzupełniaja˛ce informacje na temat analizy danych empirycznych dotycza˛cych
dochodów gospodarstw domowych w Unii Europejskiej. Z kolei, w dodatku
G przeprowadziłem poszerzona˛ dyskusje˛ na temat procedury ła˛czenia baz
danych. Natomiast, dodatek H zawiera omówienie współczynnika Giniego.
1
M O D E L E D Y N A M I K I D O C H O D Ó W Z N A N E D O T Y C H C Z A S
„This opens a broad perspective,
if we do not only think of mechanical objects.
Let’s consider to apply this method
to the statistics of living beings,
society, sociology and so forth.”
LUDWIG EDUARD BOLTZMANN
W rozdziale tym omawiam poje˛cia, twierdzenia oraz modele znane i stosowane
dotychczas do opisu dochodów gospodarstw domowych. Dopiero w kolejnym roz-
dziale 2 przedstawie˛ modele rozwinie˛te w ramach niniejszej rozprawy doktorskiej.
1.1 dochód jako zmienna losowa
Dochód gospodarstwa domowego jest zmienna˛, która w ogólnos´ci zalez˙y od
czasu w sposób niezwykle skomplikowany co powoduje, z˙e charakterystyka jego
dynamiki nie została, jak dota˛d, przedstawiona w sposób zadawalaja˛cy. Komplika-
cja ta wynika z faktu, z˙e obok zalez˙nos´ci o charakterze deterministycznym istotna˛
role˛ w jego dynamice odgrywa czynnik losowy, a zatem na wielkos´c´ dochodu ma
istotny wpływ niepewnos´c´. Innymi słowy, dochód moz˙na traktowac´ jak zmienna˛
losowa˛ a do opisu jego dynamiki stosowac´ dynamike˛ stochastyczna˛. W rezultacie,
ewolucja˛ dochodów moz˙emy zajmowac´ sie˛ w ramach teorii procesów stochastycz-
nych. Nalez˙y podkres´lic´, z˙e niedeterministyczna składowa dochodów bierze sie˛
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sta˛d, z˙e gospodarstwo domowe moz˙e miec´ inne (niz˙ etatowe, zakontraktowane),
nieprzewidywalne dochody np. nagle pojawiaja˛ca sie˛ praca zlecona, prace doryw-
cze, czy zysk z inwestycji giełdowych. To znaczy, pracownicy etatowi maja˛ okazje˛
do osia˛gania dodatkowych, przypadkowych dochodów.
Stosuja˛c podejs´cie fizyki statystycznej moz˙emy, zamiast okres´lac´ jak zmienia sie˛
dochód poszczególnych gospodarstw domowych (np. w danym kraju, ba˛dz´ grupie
społecznej), mówic´ o prawdopodobien´stwie tego, z˙e dane gospodarstwo domowe
uzyska dochód w zadanym przedziale wartos´ci.
Strategia niniejszej pracy polega na tym, aby wychodza˛c od nieliniowego rów-
nania Langevina opisuja˛cego konkretna˛ dynamike˛ stochastyczna˛, tzn. dynamike˛
dochodów gospodarstw domowych, dojs´c´ do równania Fokkera–Plancka, a sta˛d
uzyskac´ jego równowagowe rozwia˛zanie pozwalaja˛ce opisac´ roczne dochody go-
spodarstw domowych. Na tej drodze zamierzam osia˛gna˛c´ zasadniczy cel pracy
jakim jest zbudowanie modelu opisuja˛cego dochody gospodarstw domowych
nalez˙a˛cych do wszystkich grup społecznych, poczynaja˛c od najbiedniejszych na
najbogatszych kon´cza˛c.
W niniejszym rozdziale przedstawiam najwaz˙niejsze modele dynamiki docho-
dów, aby na tym tle jasno uwypuklic´ cele i osia˛gnie˛cia pracy.
1.2 przejs´cie od równania langevina do równania fokkera–plancka
Jak wiadomo, przejs´cie od równania Langevina do równania Fokkera–Plancka
przerzuca pomost pomie˛dzy dynamika˛ stochastyczna˛ a procesami stochastycznymi
– stanowi to strategiczny element niniejszej pracy. Przedstawiam je tutaj aby pod-
kres´lic´, z˙e przejs´cie to jest na tyle ogólne, z˙e stosuje sie˛ zarówno do zmiennej loso-
wej posiadaja˛cej konkretna˛ interpretacje˛ (tutaj dochodu gospodarstwa domowego),
jak tez˙ do konkretnej postaci współczynników A(m) oraz C(m) pojawiaja˛cych
sie˛ w równaniu Langevina. Co wie˛cej, wyprowadzenie tutaj równania Fokkera–
Plancka z równania Langevina wymagało dostosowania tego wyprowadzenia do
konkretnych warunków brzegowych narzuconych przez postawiony w niniejszej
pracy problem.
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Rozwaz˙my zalez˙ny od czasu dochódm(t) gospodarstwa domowego, który w cza-
sie ∆t moz˙e ulec zmianie. Jak zostało wczes´niej powiedziane, dochód ten moz˙na
traktowac´ jako zmienna˛ losowa˛. Zatem, ewolucje˛ czasowa˛ tej zmiennej moz˙emy
opisac´ przy pomocy dyskretnego nieliniowego równania Langevina [76, 77]:
m(t+∆t) −m(t)
∆t
= −A (m(t)) +C (m(t)) η(t), (1.1)
gdzie przyjmujemy, z˙e ∆t jest rze˛du jednego dnia (dochód uzyskiwany w postaci
tzw. dniówki), natomiast czas t jest rze˛du jednego miesia˛ca. Poniewaz˙ ∆t  t,
wie˛c moz˙emy wykonac´ przejs´cie graniczne ∆t → 0 i zapisac´ dyskretne równanie
Langevina w postaci ucia˛glonej:
dm(t)
dt
= −A (m(t)) +C(m(t))η(t). (1.2)
W powyz˙szym równaniu A(m(t)) jest (w ogólnos´ci) nieliniowym współczynni-
kiem dryfu a η(t) jest zalez˙nym od czasu białym szumem1; amplituda tego szumu
C(m(t)) moz˙e byc´ takz˙e nieliniowa˛ funkcja˛ m(t). Inaczej mówia˛c, jest to równanie
Langevina z siła˛ oporu lepkiego równa˛ −A(m(t)) oraz siła˛ stochastyczna˛ równa˛
C(m(t))η(t). Przy czym, dla siły stochastycznej spełnione sa˛ naste˛puja˛ce warunki:
〈η(t)〉 = 0, (1.3)〈
η(t)η(t ′)
〉
= δ(t− t ′). (1.4)
Z punktu widzenia ekonomii, człon −A(m(t)) wyraz˙a deterministyczna˛ cze˛s´c´
dochodów uzyskiwanych przez gospodarstwo domowe (np. pensje, renty, emery-
tury), a człon C (m(t))η(t) wyraz˙a niedeterministyczna˛, nieprzewidywalna˛ cze˛s´c´
dochodów pochodza˛cych z pracy dorywczej, ba˛dz´ stanowia˛cych np. zyski z inwe-
stycji giełdowych.
Pojawiaja˛cy sie˛ w równaniu (1.2) minus przed współczynnikiem A(m(t)) wy-
maga dodatkowego komentarza. Minus ten sprawia, z˙e równowaz˙ne mu równa-
nie Fokkera–Plancka posiada rozwia˛zania równowagowe. Oczywis´cie, gdyby po-
mina˛c´ w tym równaniu składnik stochastyczny C (m(t))η(t) to wówczas, mieliby-
s´my do czynienia z sytuacja˛ nieustannego malenia dochodów nominalnych (które
1 Moz˙liwe jest równiez˙ uogólnienie przedstawionego podejs´cia polegaja˛ce na tym, z˙e η(t) jest opisywane dowol-
nym rozkładem stabilnym [78, 79].
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to dochody be˛da˛ analizowane w rozdziale 3 oraz 4). Byłaby to sytuacja niere-
alna. Zatem, ten składnik musi byc´ uwzgle˛dniony. Równanie (1.2) nalez˙y zawsze
rozpatrywac´ w konteks´cie wyste˛powania dwóch składników: deterministycznego
−A (m(t)) i stochastycznego C (m(t))η(t). Pozwala to skonstruowac´ rozwia˛zanie
równowagowe.
Analizuja˛c dochody gospodarstw domowych przy uz˙yciu równania (1.2) be˛dziemy
poszukiwac´ rozwia˛zan´ długookresowych (równowagowych), przy czym dla przyje˛-
tych skal czasowych zakładamy, z˙e dynamika zmian dochodu osia˛ga stacjonarnos´c´
w okresie jednego roku. Zatem minus przed A(m(t)) moz˙e wynikac´ z faktu, z˙e no-
minalne dochody maleja˛. Malenie nominalnych dochodów (w przedziale jednego
roku) jest moz˙liwe w czasach kryzysu z niska˛ inflacja˛. Wówczas mamy do czynie-
nia z sytuacja˛ cie˛c´ zarówno w sektorze pan´stwowym (np. obniz˙enie stałych zasił-
ków z pomocy społecznej) jak i w sektorze prywatnym (np. cie˛cia pensji). Załoz˙enia
te wydaja˛ sie˛ sensowne w obecnej sytuacji gospodarczej Polski i Unii Europejskiej.
Dodatkowo nalez˙y zauwaz˙yc´, z˙e dochody gospodarstw domowych nie moga˛
rosna˛c´ do nieskon´czonos´ci (gdyby tak było to nie moglibys´my w ogóle poszukiwac´
stacjonarnos´ci). Zatem „minus” wyraz˙a fakt, z˙e dochody gospodarstw domowych
nie rosna˛ w nieskon´czonos´c´.
Poniz˙ej zostanie przedstawiona metoda przejs´cia od równania Langevina (1.2)
do równania Fokkera–Plancka, która została zainspirowana ksia˛z˙ka˛2 [77]. Jednakz˙e,
podejs´cie zaproponowane w niniejszej pracy róz˙ni sie˛ istotnie od dotychczasowych
przyje˛tymi warunkami brzegowymi, o czym jest mowa poniz˙ej.
Przejs´cie od równania Langevina do równania Fokkera–Plancka
Wyprowadzenie równania Fokkera–Plancka z równania Langevina składa sie˛
z kilku etapów. W pierwszym etapie odcałkowujemy równanie dynamiki stocha-
2 Jest to nadzwyczaj waz˙ne wyprowadzenie, którego brak w ksia˛z˙ce [76] uwaz˙anej za kultowa˛ dla tej tematyki.
Niniejsze wyprowadzenie dotyczy sytuacji nieco ogólniejszych od tych przedstawianych dotychczas w litera-
turze przedmiotu ( [77] oraz referencje tamz˙e).
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stycznej Langevina rza˛dzone przez biały szum η, tak aby uzyskac´ równanie dyna-
miki stochastycznej rza˛dzone przez szum Wienera (gaussowski). Mianowicie3:
dm = −A(m)dt+C(m)dW, (1.5)
gdzie dW =
∫t+dt
t η(t
′)dt ′ jest procesem Wieniera, co oznacza, z˙e typowe wartos´ci
(dW)2 sa˛ rze˛du dt. Innymi słowy, dW jest odlosowywane z rozkładu Gaussa o wa-
riancji proporcjonalnej do dt. Dodajmy, z˙e w powyz˙szym równaniu przyje˛lis´my
A(m) i C(m) z pocza˛tku przedziału czasu [t, t+ dt[. Tym samym, wyprowadzenie
zostanie przedstawione w reprezentacji Itoˆ [76, 77].
W naste˛pnym etapie korzystamy z lematu Itoˆ, który sprowadza sie˛ do naste˛puja˛-
cego rozwinie˛cia dowolnej, róz˙niczkowalnej co najmniej dwukrotnie funkcji h(m):
dh = −
dh
dm
A(m)dt+
d2h
dm2
C2(m)
2
dt+
dh
dm
C(m)dW. (1.6)
Przy wyprowadzeniu lematu Itoˆ wykorzystalis´my bezpos´rednio równanie dyna-
miki stochastycznej (1.5)4.
W kolejnym etapie s´redniujemy równanie (1.6) wzgle˛dem procesu Wienera dW
uzyskuja˛c:
d 〈h〉
dt
=
〈
−
dh
dm
A(m)
〉
+
〈
d2h
dm2
B(m)
〉
=
=
∫mmax
m0
[
−
dh
dm
A(m) +
d2h
dm2
B(m)
]
P(m, t)dm, (1.7)
gdzie, w zwia˛zku z tym, wyraz zawieraja˛cy dW wyzerował sie˛; ponadto, wyko-
rzystalis´my równos´c´ 〈dh〉 = d 〈h〉 oraz przyje˛lis´my, z˙e B(m) = C2(m)2 . W literatu-
rze przedmiotu (dotycza˛cej równan´ stochastycznych) przyjmuje sie˛, z˙e m0 = −∞,
a mmax = ∞; tutaj tak nie jest, gdyz˙ nie rozwaz˙amy strat, ani nieskon´czonych
wartos´ci dochodu. Zatem, nalez˙y przyja˛c´, z˙e minimalna wartos´c´ dochodu m0 = 0,
a jego maksymalna wartos´c´ m0 < mmax < ∞, innymi słowy, całkujemy po ograni-
czonym nos´niku.
3 W dalszych rozwaz˙aniach, w celu uproszczenia zapisu przyjmujemy m(t) ≡ m.
4 W przeprowadzonym rachunku wykorzystalis´my typowa˛ wartos´c´ (dW)2, a mianowicie (dW)2 = dt, oraz
naste˛puja˛ca˛ postac´ róz˙niczki zupełnej: dh = dhdmdm+
1
2
d2h
dm2
(dm)2.
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Całkuja˛c przez cze˛s´ci prawa˛ strone˛ powyz˙szego równania i zakładaja˛c znikanie
funkcji h(m) oraz jej pochodnej dla brzegowych wartos´ci dochodów uzyskiwanych
przez gospodarstwa domowe, otrzymujemy:
d 〈h〉
dt
=
∫mmax
m0
h(m)
{
∂
∂m
[A(m)P(m, t)] +
∂2
∂m2
[B(m)P(m, t)]
}
dm. (1.8)
Z drugiej strony, pochodna po czasie wartos´ci s´redniej wynosi:
d 〈h〉
dt
=
d
dt
∫mmax
m0
h(m)P(m, t)dm =
∫mmax
m0
h(m)
∂
∂t
P(m, t)dm. (1.9)
Porównuja˛c lewe strony równan´ (1.8) i (1.9) oraz pamie˛taja˛c, z˙e sa˛ one sobie
równe dla dowolnej funkcji h(m), otrzymujemy ostatecznie poszukiwane równa-
nie5:
∂P(m, t)
∂t
=
∂
∂m
[A(m)P(m, t)] +
∂2
∂m2
[B(m)P(m, t)] . (1.10)
Jest to równanie Fokkera–Plancka (czasem zwane ogólnym równaniem dyfuzji).
W ogólnos´ci zbiór moz˙liwych wartos´ci m powinien byc´ cia˛gły, a współczynniki
A(m) oraz B(m) moga˛ byc´ dowolnymi róz˙niczkowalnymi funkcjami rzeczywistymi,
przy czym powinno zachodzic´ B(m) > 0, tak aby rozwia˛zanie równania (1.10) było
poprawnie zdefiniowanym rozkładem prawdopodobien´stwa [76]. Nalez˙y podkre-
s´lic´, z˙e powyz˙sze wyprowadzenie zostało dostosowane do warunków narzuconych
przez postawiony w niniejszej pracy problem – ma specyficzny charakter. Dlatego
włas´nie zostało przedstawione w całos´ci.
Przejs´cie od procesu stochastycznego Markowa do równania Fokkera–Plancka
Równanie (1.2) – w rozumieniu fizyki statystycznej – wyraz˙a bła˛dzenie przy-
padkowe (losowe) w os´rodku lepkim, które na poziomie procesu stochastycznego
moz˙na opisac´ przy pomocy równania łan´cuchowego Bachelier’a–Chapmana–Koł-
mogorowa. Porzucamy tutaj na chwile˛ opis na poziomie dynamiki stochastycznej
na rzecz opisu na poziomie procesu stochastycznego Markowa [76, 80–82]. Chodzi
nam o jasne pokazanie, z˙e rozwaz˙any proces jest pozbawiony pamie˛ci.
5 Wspomniane powyz˙ej warunki brzegowe nałoz˙one na funkcje˛ h(m) nie zmniejszaja˛ ogólnos´ci równania (1.10).
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Zatem:
P(m, t+∆t|m0, t0) =
∑
∆m
W(m, t+∆t|m−∆m, t)P(m−∆m, t|m0, t0) =
=
∑
∆m6=0
W(m, t+∆t|m−∆m, t)P(m−∆m, t|m0, t0) +
+ W(m, t+∆t|m, t)P(m, t|m0, t0), (1.11)
gdzie wielkos´c´ P(m, t|m0, t0) oznacza prawdopodobien´stwo warunkowe (lub ge˛-
stos´c´ prawdopodobien´stwa warunkowego w przypadku cia˛głych zmiennych loso-
wych) uzyskania przez gospodarstwo domowe dochodu m w chwili t pod warun-
kiem, z˙e w chwili pocza˛tkowej t0 dochód ten wynosił m0. Wielkos´c´ P(m, t|m0, t0)
jest poszukiwana˛, kluczowa˛ wielkos´cia˛ procesu stochastycznego.
W równaniu (1.11) wyste˛puje prawdopodobien´stwo przejs´cia W(m, t + ∆t|m −
∆m, t), które dla ∆m 6= 0 oznacza prawdopodobien´stwo warunkowe uzyskania
przez gospodarstwo domowe dochodu m w chwili t + ∆t pod warunkiem, z˙e
w chwili t uzyskało ono dochódm−∆m (gdzie ∆mmoz˙e byc´ tutaj zarówno dodat-
nie jak i ujemne, a takz˙e moz˙e znikac´). Z kolei, gdy ∆m = 0 prawdopodobien´stwo
W(m, t+∆t|m, t) (tzw. prawdopodobien´stwo przetrwania) wyznacza prawdopodo-
bien´stwo tego, iz˙ dochód gospodarstwa domowego nie ulegnie zmianie od chwili
t do chwili t+ ∆t. Prawdopodobien´stwa {W} jednoznacznie definiuja˛ proces sto-
chastyczny Markowa. Spełniaja˛ one warunek normalizacyjny postaci:∑
∆m6=0
W(m−∆m, t+∆t|m, t) +W(m, t+∆t|m, t) = 1. (1.12)
Z powyz˙szego równania wyznaczamy prawdopodobien´stwo przetrwaniaW(m, t+
∆t|m, t):
W(m, t+∆t|m, t) = 1−
∑
∆m6=0
W(m−∆m, t+∆t|m, t) (1.13)
i wstawiamy go do wyraz˙enia (1.11):
P(m, t+∆t|m0, t0) =
∑
∆m6=0
W(m, t+∆t|m−∆m, t)P(m−∆m, t) +
+ (1−
∑
∆m6=0
W(m−∆m, t+∆t|m, t))P(m, t|m0, t0).
(1.14)
20 modele dynamiki dochodów znane dotychczas
Wykonuja˛c proste przekształcenia algebraiczne i dziela˛c stronami przez ∆t otrzy-
mujemy:
P(m, t+∆t|m0, t0) − P(m, t|m0, t0)
∆t
=
=
∑
∆m6=0
W(m, t+∆t|m−∆m, t)
∆t
P(m−∆m, t|m0, t0) +
−
∑
∆m6=0
W(m−∆m, t+∆t|m, t)
∆t
P(m, t|m0, t0). (1.15)
Korzystaja˛c z jednorodnos´ci czasu dla prawdopodobien´stw warunkowych przyj-
mujemy, z˙e prawdopodobien´stwo przejs´cia W nie zalez˙y od wartos´ci obu chwil
czasu t+∆t oraz t, a jedynie od ich róz˙nicy ∆t. Zatem, zakładamy z˙e opisywany
proces stochastyczny jest stacjonarnym procesem Markowa. Prawdopodobien´stwa
przejs´cia {W} moz˙emy wówczas przedstawic´ w zalez˙nos´ci od wielkos´ci skoku ∆m
oraz punktów startowych (tutaj, odpowiednio, m−∆m oraz m):
W(m, t+∆t|m−∆m, t) =W(∆m,∆t|m−∆m), (1.16)
W(m−∆m, t+∆t|m, t) =W(−∆m,∆t|m). (1.17)
Prawdopodobien´stwo W(∆m,∆t|m− ∆m) oznacza prawdopodobien´stwo zmiany
dochodu gospodarstwa domowego o ∆m w przedziale czasu ∆t pod warunkiem,
z˙e wczes´niej dochód ten wynosił m − ∆m. Analogicznie interpretujemy prawdo-
podobien´stwo W(−∆m,∆t|m). Uwzgle˛dniaja˛c (1.16) i (1.17), równanie (1.15) przyj-
muje postac´:
P(m, t+∆t|m0, t0) − P(m, t|m0, t0)
∆t
=
=
∑
∆m6=0
W(∆m,∆t|m−∆m)
∆t
P(m−∆m, t|m0, t0) +
−
∑
∆m6=0
W(−∆m,∆t|m)
∆t
P(m, t|m0, t0). (1.18)
Wykonuja˛c obustronnie przejs´cie graniczne ∆t → 0, otrzymujemy róz˙niczkowo–
róz˙nicowe równanie Mistrza opisuja˛ce ewolucje˛ poszukiwanego prawdopodobien´-
stwa P(m, t|m0, t0):
∂P(m, t|m0, t0)
∂t
=
∑
∆m6=0
Γ(∆m|m−∆m)P(m−∆m, t|m0, t0) +
−
∑
∆m6=0
Γ(−∆m|m)P(m, t|m0, t0), (1.19)
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gdzie elementy przejs´cia:
Γ(∆m|m−∆m)
def.
= lim
∆t→0
W(m, t+∆t|,m−∆m, t)
∆t
= lim
∆t→0
W(∆m,∆t|m−∆m)
∆t
,
(1.20)
Γ(−∆m|m)
def.
= lim
∆t→0
W(m−∆m, t+∆t|m, t)
∆t
= lim
∆t→0
W(−∆m,∆t|m)
∆t
, (1.21)
oznaczaja˛ tutaj prawdopodobien´stwa przejs´cia na jednostke˛ czasu ∆t zwane funk-
cjami intensywnos´ci lub po prostu szybkos´ciami procesu stochastycznego. Zostały
one uzyskane przy naturalnym załoz˙eniu ich liniowej zalez˙nos´ci od ∆t dla małych
∆t. Aby moz˙na było rozwia˛zac´ równanie (1.19), intensywnos´ci procesu musza˛ byc´
zadane [6, 76, 82], gdyz˙ to one włas´nie „rza˛dza˛” procesem stochastycznym.
Jes´li dopus´cimy moz˙liwos´c´ cia˛głych zmian wielkos´ci dochodu gospodarstw do-
mowych, to wówczas równanie Mistrza moz˙emy zapisac´ w postaci:
∂P(m, t)
∂t
=
∫
Γ(s|m− s)P(m− s, t)ds−
∫
Γ(−s|m)P(m, t)ds, (1.22)
gdzie P(m, t|m0, t0) ≡ P(m, t) a w celu uproszczenia notacji przyje˛to, z˙e s ≡ ∆m.
Poniewaz˙ P(m, t) nie zalez˙y od s otrzymujemy:
∂P(m, t)
∂t
=
∫
Γ(s|m− s)P(m− s, t)ds− P(m, t)
∫
Γ(−s|m)ds. (1.23)
W ogólnos´ci, prawdopodobien´stwo duz˙ej zmiany dochodu danego gospodarstwa
domowego na jednostke˛ czasu jest stosunkowo niskie, sta˛d zakładamy z˙e:
Γ(s|m− s) ≈ 0 dla |s| > sprog, (1.24)
gdzie sprog (> 0) jest zadana˛ wielkos´cia˛ progowa˛. Zatem, przyjmujemy z˙e w skali
miesie˛cznej nie naste˛puja˛ spektakularne wzrosty, ani spadki dochodów gospodarstw
domowych.
Dalej interesuje nas rozwia˛zanie P(m, t), które zmienia sie˛ powoli ze zmiana˛ m,
sta˛d przyjmujemy z˙e:
Γ(s|m− s+ δm) ≈ Γ(s|m− s) dla |δm| < min(m, sprog). (1.25)
Po uwzgle˛dnieniu załoz˙en´ (1.24) i (1.25), element Γ(s|m− s)P(m− s, t) stoja˛cy w rów-
naniu (1.23) moz˙emy rozwina˛c´ w szereg Taylora w punkcie m pozostawiaja˛c wy-
razy do drugiego rze˛du wła˛cznie. Otrzymujemy wówczas:
∂P(m, t)
∂t
= P(m, t)
∫
Γ(s|m)ds−
∫
s
∂
∂m
[Γ(s|m)P(m, t)]ds+
+
1
2
∫
s2
∂2
∂m2
[Γ(s|m)P(m, t)]ds− P(m, t)
∫
Γ(−s|m)ds. (1.26)
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Oczywis´cie, moz˙na uwzgle˛dniac´ wszystkie wyrazy rozwinie˛cia w szereg Taylora,
ale wówczas otrzymalibys´my rozwinie˛cie Kramersa–Moyala, które formalnie jest
równowaz˙ne równaniu Mistrza (1.22). Zatem, posługiwanie sie˛ nim nie jest prost-
sze a co za tym idzie, utrudnione jest uzyskanie rozwia˛zania równowagowego w za-
mknie˛tej postaci, jaka˛ uzyskuje sie˛ z równania Fokkera–Plancka – a to jest przeciez˙
celem niniejszego wywodu.
Przyjmuja˛c oznaczenia6:
A(m) = −
∫∞
−∞ sΓ(s|m)ds (1.27)
oraz:
B(m) =
1
2
∫∞
−∞ s2Γ(s|m)ds, (1.28)
równanie (1.26) moz˙emy zapisac´ w dobrze znanej postaci równania Fokkera–Plan-
cka:
∂P(m, t)
∂t
=
∂
∂m
[A(m)P(m, t)] +
∂2
∂m2
[B(m)P(m, t)] . (1.29)
W dalszych rozwaz˙aniach poszukujemy równowagowego rozwia˛zania równania
Fokkera–Plancka.
Rozwia˛zanie równowagowe równania Fokkera–Plancka
Równanie Fokkera–Plancka moz˙na przepisac´ w formie równania cia˛głos´ci dla
ge˛stos´ci prawdopodobien´stwa:
∂P(m, t)
∂t
= −
∂J(m, t)
∂m
, (1.30)
gdzie J(m, t) = −A(m)P(m, t) − ∂∂m [B(m)P(m, t)] oznacza strumien´ ge˛stos´ci praw-
dopodobien´stwa postaci:
J(m, t) = JV(m, t) + JD(m, t). (1.31)
Składnik JV(m, t) = −A(m)P(m, t) wyraz˙a konwekcyjny pra˛d prawdopodobien´-
stwa, natomiast wyraz˙enie JD(m, t) = − ∂∂m [B(m)P(m, t)] jest dyfuzyjnym pra˛dem
ge˛stos´ci prawdopodobien´stwa.
6 W rzeczywistos´ci wystarczyłoby całkowanie pomie˛dzy skon´czonymi granicami zmiany dochodu.
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Poniewaz˙ w naszych rozwaz˙aniach poszukujemy rozwia˛zan´ równowagowych
(równowaga dynamiczna) przyjmujemy, z˙e:
J(m, t) = 0, dla kaz˙dego m. (1.32)
Warunek ten oznacza, z˙e interesuja˛ nas rozwia˛zania równowagowe odpowiadaja˛ce
sytuacji, w której wszystkie gospodarstwa domowe maja˛ ustalone wielkos´ci docho-
dów i nie naste˛puje juz˙ ich zmiana w czasie. Zatem otrzymujemy:
A(m)P(m) = −
∂
∂m
[B(m)P(m)] , (1.33)
czyli
A(m)
B(m)
= −
∂
∂m
ln [B(m)P(m)] . (1.34)
Ostatecznie, poszukiwane rozwia˛zanie równowagowe w reprezentacji Itoˆ przybiera
postac´ [6, 76]:
P(m) =
const
B(m)
exp
[
−
∫m
mp
A(m ′)
B(m ′)
dm ′
]
, (1.35)
gdzie mp jest minimalna˛ wartos´cia˛ dochodu uzyskiwana˛ przez gospodarstwa do-
mowe.
Otrzymane rozwia˛zanie wymaga komentarza. Po pierwsze, przeprowadzone ro-
zumowanie jest pewnym uproszczeniem, które daje jednak poprawne wyniki. Gdy-
bys´my chcieli uzyskac´ równanie Fokkera–Plancka w postaci s´cisłej a nie jako pewne
przybliz˙enie, nalez˙ałoby funkcje intensywnos´ci procesu stochastycznego Γ(·) uczy-
nic´ zalez˙nymi od pewnego małego parametru  tak aby przy → 0 spełnione były
załoz˙enia (1.24) oraz (1.25) [76]. Jednak w naszym podejs´ciu nie dysponujemy tego
typu parametrem.
Po drugie, w naszych rozwaz˙aniach przyje˛lis´my, z˙e skala czasowa jest rze˛du jed-
nego miesia˛ca, a nas interesuje zmiennos´c´ roczna. Tak wie˛c otrzymane rozwia˛zanie
równowagowe rozumiemy jako rozwia˛zanie długookresowe w skali czasowej jed-
nego roku.
Po trzecie, w powyz˙szym wyprowadzeniu, pomine˛lis´my kwestie˛ dylematu
Itoˆ–Stratonowicza. Poniewaz˙ oba podejs´cia prowadza˛ do niemal identycznego roz-
wia˛zania równowagowego7, to w naszym wypadku wybieramy prostsza˛ regułe˛ in-
7 Chodzi tutaj o to, z˙e w obu przypadkach czynniki wykładnicze sa˛ identyczne, a róz˙nia˛ sie˛ jedynie czynniki
przedwykładnicze.
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terpretacyjna˛ Itoˆ. Zatem, do współczynnika C(m) podstawiamy wartos´c´ dochodu
m przed skokiem. Równanie (1.1) interpretujemy wówczas naste˛puja˛co:
m(t+∆t) −m(t) = −A (m(t))∆t+C (m(t))
∫ t+∆t
t
η(t ′)dt ′. (1.36)
Równanie (1.35) posłuz˙y nam do wyznaczenia ge˛stos´ci prawdopodobien´stw
opisuja˛cych dochody kaz˙dej z klas społecznych, tj. gospodarstw domowych o ni-
skich, s´rednich i wysokich dochodach a co najwaz˙niejsze do wyznaczenia ujed-
noliconej formuły ge˛stos´ci prawdopodobien´stwa opisuja˛cej dochody wszystkich
trzech klas społecznych. Jest to zasadniczy cel teoretyczny niniejszej rozprawy
doktorskiej. Jego realizacja (tutaj metodami fizyki statystycznej) stanowi orygi-
nalny wkład do obecnego stanu wiedzy dotycza˛cej analizy dochodów gospo-
darstw domowych.
1.3 prawo boltzmanna–gibbsa
W przypadku gospodarstw domowych o niskich dochodach moz˙emy załoz˙yc´,
z˙e zmiany ich dochodu ∆m nie zalez˙a˛ od dochodu m uzyskiwanego dotychczas.
Załoz˙enie to opiera sie˛ na obserwacji, z˙e głównym z´ródłem ich dochodów sa˛ za-
robki otrzymywane w postaci comiesie˛cznych pensji. Zatem, mamy do czynienia
z addytywnym procesem stochastycznym, dla którego współczynniki A(m) i B(m)
sa˛ stałe [2, 37, 74, 75]:
A(m) = A0, B(m) = B0. (1.37)
Wstawiaja˛c je do równania (1.35) otrzymujemy ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa po-
staci8:
P(m) =
const
B0
exp
(
−
∫m
0
A0
B0
dm ′
)
=
const
B0
exp
(
−
A0
B0
m
)
= C0 exp
(
−
A0
B0
m
)
,
(1.38)
gdzie współczynnik C0 = constB0 jest stała˛ normalizacyjna˛ wyznaczona˛ z warunku:∫∞
0
P(m)dm = 1. (1.39)
8 Jako dolna˛ granice˛ całkowania we wzorze (1.35) wybieramy zero, poniewaz˙ w praktyce dla danych empirycz-
nych mp jest bardzo małe, rze˛du 1 euro lub 1 złotówki.
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Wartos´c´ tego współczynnika zostanie wyznaczona w dalszej cze˛s´ci.
Uzyskany wynik (1.38) jest identyczny z prawem Boltzmanna–Gibbsa wywodza˛-
cym sie˛ z podstawowego modelu zderzen´ [2, 6, 19].
Podstawowy model zderzen´
Podstawowy model zderzen´ opiera sie˛ na analogii do zderzen´ dwóch cza˛stek,
podczas którego naste˛puje zmiana energii kinetycznej kaz˙dej z nich. Istota tego mo-
delu polega na tym, z˙e w danej chwili dwa losowo wybrane gospodarstwa domowe
dokonuja˛ pomie˛dzy soba˛ wymiany posiadanych zasobów finansowych9 zgodnie
z okres´lonymi regułami, nie biora˛c pod uwage˛ wymiany dóbr i usług. Przyjmu-
ja˛c, z˙e proces wymiany jest niezalez˙ny od transakcji we wczes´niejszych chwilach,
dynamike˛ układu moz˙na opisac´ procesem Markowa: mi(t+ 1)
mj(t+ 1)
 =
 ij(t) ij(t)
1− ij(t) 1− ij(t)

 mi(t)
mj(t)
 , (1.40)
gdzie mi(t) oznacza dochód gospodarstwa domowego i w chwili t, a 0 6 ij(t) 6
1 jest tutaj czynnikiem losowym, zmieniaja˛cym sie˛ wraz z upływem czasu, np.
kolejna˛ wymiana˛ zasobów finansowych pomie˛dzy gospodarstwem i oraz j [6, 19,
22].
Dokładniej rzec biora˛c, podstawowy model zderzen´ odnosi sie˛ do zamknie˛tego
systemu ekonomicznego, w którym całkowita ilos´c´ pienie˛dzy M oraz liczba gospo-
darstw domowychN jest stała w czasie. Odpowiada to sytuacji, w której nie istnieje
produkcja, a wszelka aktywnos´c´ ekonomiczna ograniczona jest do wymiany zaso-
bów finansowych opisywanej naste˛puja˛cymi regułami:
– para gospodarstw domowych i oraz j wymienia posiadane przez siebie pienia˛-
dze w taki sposób, z˙e ła˛czna ich ilos´c´ pozostaje lokalnie zachowana, a wie˛c:
mi(t+ 1) = mi(t) +∆m,
mj(t+ 1) = mj(t) −∆m, (1.41)
9 Zasoby finansowe posiadane przez gospodarstwo domowe oraz jego dochód sa˛ oczywis´cie róz˙nymi poje˛ciami,
jednak nie popełnimy błe˛du, jes´li przyjmiemy, z˙e sa˛ one opisywane tym samym kształtem ge˛stos´ci prawdopo-
dobien´stwa, gdyz˙ ich dynamika stochastyczna rza˛dzi sie˛ analogicznymi regułami [2, 37].
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sta˛d jest spełniona lokalna zasada zachowania dochodów:
mi(t) +mj(t) = mi(t+ 1) +mj(t+ 1), (1.42)
gdzie zgodnie z (1.40) ilos´c´ wymienionych pienie˛dzy ∆m = (ij(t) − 1)mi(t) +
ij(t)mj(t);
– w wyniku zaistniałej wymiany z˙adne z gospodarstw domowych w chwili t+ 1
nie moz˙e ponosic´ strat, co implikuje:
mi(t) > 0. (1.43)
Niech P(m) oznacza ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa dochodów zdefiniowana˛ w ten
sposób, z˙eNP(m)dm jest liczba˛ gospodarstw domowych, które osia˛gaja˛ dochód po-
mie˛dzy m, a m+ dm. Postac´ rozwia˛zania stacjonarnego w przypadku układu opi-
sywanego równaniami (1.40–1.43) be˛dzie odpowiadała stanowi równowagi termo-
dynamicznej, w którym dochód mi pojedynczego gospodarstwa domowego moz˙e
nawet silnie fluktuowac´, jednak rozkład P(m) odnosza˛cy sie˛ do całego układu –
społeczen´stwa, nie ulega zmianie w czasie [6, 19].
Analityczna˛ postac´ P(m) moz˙na uzyskac´ stosuja˛c do naszego układu podejs´cie
fizyki statystycznej. Po pierwsze nalez˙y zauwaz˙yc´, z˙e zamiast o energii Ei cza˛stki
i, mówimy o dochodzie mi i-tego gospodarstwa domowego. Całkowita energia
układu E be˛dzie w tym wypadku reprezentowana przez całkowity dochód M
wszystkich gospodarstw domowych. Poniewaz˙ układ nasz jest izolowany (co wy-
nika z załoz˙enia, z˙e M = const) a liczba rozwaz˙anych gospodarstw domowych N
jest stała w czasie, moz˙emy zastosowac´ do jego opisu zespół kanoniczny.
W tym celu nalez˙y podzielic´ rozwaz˙any układ na dwa podukłady, w których cał-
kowite dochody wynosza˛ odpowiednio m1 i m2 a liczba gospodarstw domowych
w podukładzie pierwszym N1  N2. W dalszym cia˛gu interesuje nas tylko ge˛stos´c´
prawdopodobien´stwa dochodów w podukładzie pierwszym. Drugi podukład trak-
tujemy jak termostat („zbiornik cieplny”) zapewniaja˛cy stała˛ „temperature˛”10 T
w pierwszym podukładzie. Zatem, przeprowadzaja˛c rozumowanie analogiczne do
tego, które stosuje sie˛ w przypadku układów termodynamicznych o ustalonej ob-
je˛tos´ci, liczbie cza˛stek i temperaturze, pozostaja˛cych w kontakcie z termostatem
10 Interpretacja wprowadzonej tutaj w sposób arbitralny temperatury zostanie podana w dalszej cze˛s´ci rozwaz˙an´.
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moz˙emy stwierdzic´, z˙e pierwszy podukład jest zespołem kanonicznym, w którym
ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa dochodów gospodarstw domowych przyjmuje po-
stac´11 [83]:
P(m) = C0 exp
(
−
m
T
)
. (1.44)
Stała˛ C0 wyznaczamy z warunku normalizacyjnego (1.39):∫∞
0
P(m)dm = C0
∫∞
0
exp
(
−
m
T
)
dm = 1, (1.45)
czyli:
C0 =
1
T
. (1.46)
Natomiast z warunku:
〈m〉 =
∫∞
0
mP(m)dm =
M
N
, (1.47)
otrzymujemy, z˙e:
1
T
∫∞
0
m exp
(
−
m
T
)
dm =
M
N
, (1.48)
a sta˛d:
T =
M
N
. (1.49)
Dzie˛ki wyraz˙eniu (1.49) temperature˛ moz˙emy interpretowac´ jako s´redni dochód
pojedynczego gospodarstwa domowego. Zatem, ge˛stos´c´ rozkładu dochodów przyj-
muje postac´ [6, 19]:
P(m) =
1
T
exp
(
−
m
T
)
. (1.50)
Porównuja˛c powyz˙szy wynik z formuła˛ (1.38), moz˙emy traktowac´ powyz˙szy wy-
nik jako ostateczna˛ postac´ ge˛stos´ci prawdopodobien´stwa wyraz˙aja˛cego prawo Boltz-
manna–Gibbsa, gdzie T = B0A0 [2, 37, 73–75].
Dopełnienie dystrybuanty Π(m), czyli ułamek gospodarstw domowych uzysku-
ja˛cych dochód wie˛kszy ba˛dz´ równy m, wyznaczamy ze wzoru:
Π(m) =
∫∞
m
P(m ′)dm ′. (1.51)
Wykorzystuja˛c wyraz˙enie (1.50) otrzymujemy ostatecznie, z˙e:
Π(m) =
∫∞
m
1
T
exp
(
−
m ′
T
)
dm ′ = exp
(
−
m
T
)
. (1.52)
11 Dla uproszczenia przyje˛to, z˙e stała Boltzmanna k = 1.
28 modele dynamiki dochodów znane dotychczas
W przypadku empirycznych dopełnien´ dystrybuant dotycza˛cych rocznych docho-
dów gospodarstw domowych w Unii Europejskiej, rozkład ten dobrze opisuje ni-
skie dochody gospodarstw domowych (patrz rozdział 4.4, rysunki 4.4 – 4.6).
Zakon´czenie dyskusji o podstawowym modelu zderzen´ wymaga komentarza na
temat załoz˙en´ tego modelu, które stanowia˛ pewna˛ idealizacje˛. Załoz˙enie, z˙e mamy
do czynienia z zamknie˛tym systemem ekonomicznym wynika z faktu, iz˙ celem
tego modelu jest (poprzez analogie˛ do fizyki statystycznej) zaproponowanie naj-
prostszego modelu ekonomicznego odtwarzaja˛cego obserwowane empiryczne do-
pełnienia dystrybuant. Z kolei, załoz˙enie o stałos´ci całkowitej ilos´ci pienia˛dza bie-
rze sie˛ sta˛d, z˙e gospodarstwa domowe same z siebie nie moga˛ zwie˛kszac´ ilos´ci
pienia˛dza w gospodarce (moga˛ tylko produkowac´ dobra). Jedynie bank centralny
ma monopol na zmiane˛ bazy monetarnej [84].
W przeciwien´stwie do zwykłych podmiotów gospodarczych, bank centralny lub
rza˛d moz˙e wprowadzic´ pienia˛dze do gospodarki, a tym samym dokonac´ zmiany
całkowitej ilos´ci pienie˛dzy w gospodarce. Proces ten jest analogiczny do napływu
energii do układu ze z´ródeł zewne˛trznych, np. Ziemia otrzymuje energie˛ od Słon´ca.
Opis takich zjawisk, fizycy zaczynaja˛ od rozwaz˙ania układu zamknie˛tego, be˛da˛-
cego w równowadze termicznej, a naste˛pnie uogólniaja˛ do układu otwartego, do-
puszczaja˛c moz˙liwos´c´ dopływu energii ze z´ródeł zewne˛trznych. Dopóki tempo
napływu pienie˛dzy z banku centralnego jest wolne w porównaniu z procesami
relaksacji w gospodarce i nie powoduje hiperinflacji, układ znajduje sie˛ w kwa-
sistacjonarnej równowadze statystycznej z wolno zmieniaja˛cymi sie˛ parametrami.
Sytuacja ta jest analogiczna do powolnego ogrzewania czajnika, przy czym tempe-
ratura czajnika jest dobrze zdefiniowana w dowolnym momencie czasu, ale ros´nie
powoli. Pienia˛dz moz˙e równiez˙ napływac´ do gospodarki poprzez mie˛dzynarodowe
transfery finansowe. Proces ten opiera sie˛ na skomplikowanych zalez˙nos´ciach do-
tycza˛cych współistnienia na s´wiecie wielu walut [85]. W modelach zderzen´ stosuje
sie˛ idealizacje˛ gospodarki zamknie˛tej ograniczonej do jednego kraju z jedna˛ wa-
luta˛. Taka idealizacja jest powszechnie przyjmowana w literaturze ekonomicznej
(np. w ksia˛z˙ce [86] tylko ostatni – 23 rozdział zajmuje sie˛ problemami otwartej
gospodarki).
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Lokalne załoz˙enie o stałej ilos´ci pienia˛dza w gospodarce wyraz˙one przez równa-
nie (1.41) jest kluczowym elementem dla skutecznego funkcjonowania przepływu
pienia˛dza w gospodarce. Jes´liby pozwolic´ gospodarstwom domowym na „produk-
cje˛” pienie˛dzy, to mogłyby one drukowac´ pienia˛dze i kupowac´ towary za nic, co
prowadziłoby do katastrofy inflacyjnej.
Nalez˙y zauwaz˙yc´, z˙e makroekonomiczne kwestie polityki pienie˛z˙nej, takie jak
podaz˙ i popyt pienia˛dza [86] sa˛ pomijane w rozwaz˙aniach dotycza˛cych podstawo-
wego modelu zderzen´. Głównym celem tego modelu jest zaproponowanie mecha-
nizmu odpowiedzialnego za pojawienie sie˛ okres´lonego (w tym przypadku wy-
kładniczego) rozkładu prawdopodobien´stwa dochodów gospodarstw domowych.
Aby to osia˛gna˛c´ wprowadza sie˛ makroekonomiczne uproszczenia (opisane powy-
z˙ej) prowadza˛ce do zapewnienia stabilnos´ci całego układu i istnienia równowagi
statystycznej w modelu. Poje˛cie „równowagi” jest bardzo cze˛sta˛ idealizacja˛ w litera-
turze ekonomicznej. W modelach zderzen´ naste˛puje rozszerzenie tej koncepcji do
równowagi statystycznej, która charakteryzuje sie˛ stacjonarna˛ ge˛stos´cia˛ rozkładu
prawdopodobien´stwa dochodów gospodarstw domowych, w przeciwien´stwie do
równowagi mechanicznej, w której „siły” popytu i podaz˙y pienia˛dza równowaz˙a˛
sie˛ [2].
Przyje˛cie powyz˙szych załoz˙en´ byłoby błe˛dne w przypadku gospodarstw domo-
wych o s´rednich i wysokich dochodach głównie dlatego, z˙e inna jest dynamika uzy-
skiwania przez nie dochodu. Gospodarstwa te moga˛, np. „kreowac´” pienia˛dz ma-
ja˛c doste˛p do mie˛dzynarodowych transferów finansowych (jako włas´ciciele firm).
Trudno tez˙ w tym przypadku mówic´ o stałej liczbie gospodarstw domowych, gdyz˙
poszczególnie gospodarstwa domowe o wysokich dochodach cze˛sto zmieniaja˛ swoje
miejsce zamieszkania. Zatem załoz˙enia podstawowego modelu zderzen´ byłby w tym
przypadku zbyt grube.
Maja˛c na uwadze fakt innej dynamiki zmian dochodu gospodarstw domowych
o wysokich dochodach zaproponowałem w pracy model bła˛dzenia losowego, maja˛-
cego na celu wyjas´nienie mechanizmu odpowiedzialnego za pojawienie sie˛ słabego
prawa Pareto w przypadku tych gospodarstw (patrz rozdział 2.1).
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1.4 prawa pareto
W przypadku gospodarstw domowych o s´rednich i duz˙ych dochodach moz˙emy
załoz˙yc´, z˙e zmiana dochodu ∆m jest proporcjonalna do dochodu uzyskiwanego
przez nie dotychczas, co dotyczy zarówno tej cze˛s´ci dochodu, która ma charakter
systematyczny jak i tej o charakterze losowym (jest to tzw. prawo Efektów Propor-
cjonalnych Gibrata [5–10]). W takim przypadku z´ródłem systematycznych docho-
dów gospodarstw domowych sa˛ w głównej mierze zyski kapitałowe (np. lokaty, ob-
ligacje). Natomiast z´ródłem dochodów losowych sa˛ np. zwroty z róz˙nego rodzaju
inwestycji i okazjonalne premie. Zatem, mamy tutaj do czynienia z multiplikatyw-
nym procesem stochastycznym scharakteryzowanym przez współczynniki A(m)
oraz B(m) postaci [2, 37, 74, 75]:
A(m) = am, B(m) = bm2. (1.53)
Korzystaja˛c z równania (1.35), otrzymujemy ge˛stos´c´ rozkładu prawdopodobien´-
stwa12:
P(m) =
const
bm2
exp
(
−
∫m
m0
am ′
bm ′2
dm ′
)
=
const
bm2
exp
(a
b
ln
m0
m
)
=
=
const
bm2
(m0
m
)a/b
=
C0
ma/b+2
=
C0
mα+1
, (1.54)
gdzie współczynnik C0 = constb m
a/b
0 oraz wykładnik Pareto α =
a
b + 1. Korzystaja˛c
z warunku normalizacyjnego postaci:∫∞
m0
P(m)dm = 1, (1.55)
otrzymujemy, z˙e:
C0
∫∞
m0
1
mα+1
dm = 1, (1.56)
ska˛d:
C0 = αm
α+1
0 . (1.57)
12 Tutaj za dolna˛ granice˛ całkowania przyjmujemy parametr m0, którego interpretacja zostanie podana w dalszej
cze˛s´ci pracy.
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Zatem, ostatecznie:
P(m) =
α
m0
(m0
m
)α+1
dlam > m0, (1.58)
co stanowi poszukiwana˛ zalez˙nos´c´ pote˛gowa˛.
Silne prawo Pareto
Formułe˛ (1.58) moz˙emy zapisac´ w ogólniejszej postaci:
P(m) =

α
m0
(m0
m
)α+1 dla m > m0,
0 dla m < m0.
(1.59)
Otrzymalis´my w ten sposób ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa reprezentuja˛ca˛ silne pra-
wo Pareto [3–6, 71–75]. Prawo to zostało sformułowane przez Vilfredo Pareto na
podstawie analizy danych empirycznych dotycza˛cych włas´nie dochodów gospo-
darstw domowych.
Vilfredo Pareto jest pionierem badan´ w dziedzinie analizy dochodów ludnos´ci.
Jednym z jego najwie˛kszych odkryc´ jest zaobserwowanie, z˙e dopełnienia dystrybu-
ant tych dochodów cechuja˛ sie˛ mała˛ zmiennos´cia˛ w „przestrzeni” i czasie. Kształ-
tem nie przypominaja˛ one rozkładów, które otrzymalibys´my gdyby zdobywanie
i posiadanie bogactwa miało charakter przypadkowy. Ponadto, rozkłady te sa˛ sta-
bilne. Nawet gdybys´my wykluczyli z procesu uzyskiwania dochodów najbogat-
szych, ba˛dz´ najbiedniejszych członków społeczen´stwa, to po pewnym okresie roz-
kład dochodów be˛dzie ponownie przypominał kształtem pocza˛tkowa˛ krzywa˛. Pa-
rametr m0 wyste˛puja˛cy we wzorze (1.59) moz˙emy interpretowac´ jako graniczna˛,
a zarazem najniz˙sza˛ wartos´c´ dochodu, jaka˛ moga˛ osia˛gac´ gospodarstwa domowe.
Gospodarstwa domowe uzyskuja˛ce niz˙sze dochody nie byłby w stanie przetrwac´
w społeczen´stwie [3–6].
Istotna˛ własnos´cia˛ rozkładu (1.59) jest rozbiez˙nos´c´ momentów – pierwszego a sta˛d
i wyz˙szych rze˛dów dla α 6 1. Zatem, w takim przypadku zamiast mówic´ o war-
tos´ciach oczekiwanych powinnis´my stosowac´ kwantyle (które sa˛ zawsze skon´czone
[87]). Na przykład, zamiast wartos´ci s´redniej nalez˙ałoby wprowadzic´ mediane˛ (oczy-
wis´cie przy analizie danych empirycznych estymatory momentów sa˛ zawsze skon´-
czone, poniewaz˙ istnieje dochód o najwie˛kszej wartos´ci obcinaja˛cy rozkład Pareto).
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Dodatkowo, w przypadku rozbiez˙nos´ci wartos´ci s´redniej nie istnieje charaktery-
styczna skala dla dochodów uzyskiwanych przez najbogatsze gospodarstwa do-
mowe (patrz rozdział 4.4, rysunki 4.10 – 4.11). Tak wie˛c hierarchiczna, samopo-
dobna (w sensie probabilistycznym) struktura klasy społecznej o najwyz˙szych do-
chodach jest bezskalowa. Inaczej mówia˛c, kaz˙de z gospodarstw domowych nale-
z˙a˛ce do tej klasy społecznej uzyskuje dochód opisywany analogiczna˛ dynamika˛
stochastyczna˛ [88].
Na podstawie definicji (1.51) oraz wyraz˙enia (1.59) dopełnienie dystrybuanty
przyjmuje postac´:
Π(m) =

(m0
m
)α dla m > m0,
1 dla m < m0.
(1.60)
Wartos´c´ 1 dla m < m0 jest oczywista i wynika z faktu, z˙e zgodnie z przyje˛ta˛
interpretacja˛m0 wszystkie gospodarstwa domowe osia˛gaja˛ dochód wie˛kszy niz˙m0.
Wartos´c´ wykładnika Pareto α wyznacza sie˛ na podstawie danych empirycznych.
W przypadku, gdy α = 3/2 mówimy o najsilniejszym prawie Pareto. Jest to s´rednia
wartos´c´ wykładnika α jaka˛ otrzymał Pareto w swoich badaniach [4–6].
Słabe prawo Pareto
Współczesne badania wykazały, z˙e silne prawo Pareto, stoi cze˛s´ciowo w sprzecz-
nos´ci z obecnymi danymi empirycznymi, a s´rednia wartos´c´ wykładnika α jest bli-
ska 2 [5, 6]. Pozostaje ono jednak zawsze spełnione dla duz˙ych wartos´ci m (tzn.
m m0), co moz˙na wyrazic´ poprzez słabe prawo Pareto:
Π(m) ∼ (m/m0)
−α . (1.61)
Jak widac´ słabe prawo Pareto ma charakter asymptotyczny. Ostatecznie:
Π(m)
(m/m0)−α
 1, jes´li m ∞ (1.62)
lub równowaz˙nie:
Π(m) = [1+ (m)](m/m0)
−α, gdzie (m)  0, jes´li m ∞ . (1.63)
Wolnomaleja˛ca funkcja (m) jest poprawka˛ do prawa skalowania (1.61). Podobnie
jak poprzednio, wartos´c´ α wyznacza sie˛ na podstawie analizy danych empirycz-
nych [4–6].
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Badaniem własnos´ci słabego rozkładu Pareto (wzór (1.61)) zajmował sie˛ m.in.
Benoit Mandelbrot (patrz dodatek A).
W przypadku empirycznych dopełnien´ dystrybuant dotycza˛cych rocznych do-
chodów gospodarstw domowych w Polsce oraz Unii Europejskiej, słabe prawo Pa-
reto dobrze opisuje gospodarstwa domowe o s´rednich oraz wysokich dochodach
(patrz rozdział 3.3 oraz 4.4, rysunki 3.7 – 3.9, 3.13 – 3.18 oraz 4.7 – 4.11).
1.5 model yakovenko
Dotychczas przedstawiałem modele pomocnicze, opisuja˛ce z osobna klasy spo-
łeczne. Modele te posłuz˙a˛ do wste˛pnego wyznaczenia, w oparciu o dane empi-
ryczne, niezbe˛dnych parametrów. Jednakz˙e, zasadniczym punktem wyjs´cia ni-
niejszej rozprawy jest model Yakovenko, opisuja˛cy dwie klasy społeczne, tj.
gospodarstwa domowe o niskich i s´rednich dochodach. Włas´nie ten model zo-
stanie w pracy rozszerzony na trzy klasy społeczne. Rozszerzenie to stanowi
kluczowy element teoretyczny niniejszej rozprawy doktorskiej, umoz˙liwiaja˛c na-
reszcie traktowanie społeczen´stwa jako całos´ci.
W modelu Yakovenko [2, 37, 74, 75] dopuszczamy współistnienie procesu addy-
tywnego i mulitplikatywnego a zatem zakładamy, z˙e gospodarstwo domowe moz˙e
uzyskiwac´ dochody zarówno w postaci comiesie˛cznych pensji jak i np. zysków ka-
pitałowych. Z sytuacja˛ taka˛ mamy do czynienia równiez˙ wtedy, gdy gospodarstwo
domowe uzyskuje procentowy wzrost dochodu (np. w wyniku lokaty bankowej –
jest to wówczas proces mulitplikatywny) oraz, gdy gospodarstwo domowe otrzy-
muje podwyz˙ke˛ (proces addytywny). Maja˛c na uwadze powyz˙sze moz˙emy przyja˛c´,
z˙e:
A(m) = A0 + am, B(m) = B0 + bm2 = b
(
m20 +m
2
)
, (1.64)
gdzie wprowadzilis´my oznaczenie13 B0 = bm20 oraz stałe A0 i B0 sa˛ dodatnie.
13 Pojawiaja˛cego sie˛ tutaj parametru m0 nie nalez˙y mylic´ z parametrem m0 wyste˛puja˛cym w słabym prawie
Pareto.
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Korzystaja˛c z równania (1.35) moz˙emy wyznaczyc´ ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa14:
P(m) =
const
b
(
m20 +m
2
) exp(− ∫m
0
A0 + am
′
b
(
m20 +m
′2)dm ′
)
=
=
const
b
(
m20 +m
2
) exp[−(A0
b
∫m
0
1
m20 +m
′2dm
′ +
a
b
∫m
0
m ′
m20 +m
′2dm
′
)]
=
=
const
b
(
m20 +m
2
) exp
−m0A0
bm20
arctan
m
m0
− ln
(
m20 +m
2
m20
)a/2b =
=
const
b
(
m20 +m
2
) exp
−m0A0
B0
arctan
m
m0
− ln
(
m20 +m
2
m20
)a/2b =
=
const
bm20
[
1+
(
m
m0
)2] exp
(
−m0T arctan
m
m0
)
[
1+
(
m
m0
)2]a/2b =
= C ′
exp
(
−m0T arctan
m
m0
)
[
1+
(
m
m0
)2]α+12 , (1.65)
gdzie T = B0A0 ,
α+1
2 =
a
2b + 1 oraz C
′ = const
bm20
.
Rozkład (1.65) jest poła˛czeniem prawa wykładniczego z prawem pote˛gowym.
Dla m  m0 przechodzi on w wykładnicze prawo Boltzmanna–Gibbsa (dominuje
wówczas addytywny proces stochastyczny), co wynika z rozwinie˛cia arctan(. . .)
w szereg Taylora:
arctan
m
m0
=
m
m0
−
1
3
(
m
m0
)3
+ ϑ
((
m
m0
)5)
. (1.66)
Wtedy, P(m) ∼ exp
(
−mT
)
.
Dla m  m0 rozkład (1.65) staje sie˛ słabym prawem Pareto (dominuje multi-
plikatywny proces stochastyczny), gdyz˙ wtedy arctan mm0 ≈
pi
2 . Tak wie˛c, P(m) ∼(
m
m0
)−(α+1)
.
Dla m ≈ m0 wkłady do B(m) pochodza˛ce od procesu addytywnego i multipli-
katywnego sa˛ istotne. Parametr m0 moz˙na traktowac´ jako umowna˛ granice˛ pomie˛-
dzy prawem Boltzmanna–Gibbsa a słabym prawem Pareto, czyli pomie˛dzy pro-
cesem addytywnym a multiplikatywnym. Z kolei, parametr T moz˙na uwaz˙ac´ za
14 Podobnie jak poprzednio, za dolna˛ granice˛ całkowania we wzorze (1.35) wybieramy zero, poniewaz˙ w praktyce
dla danych empirycznych mp jest bardzo małe, rze˛du 1 euro lub 1 złotówki.
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(zdefiniowana˛ w rozdziale 1.3) temperature˛, natomiast α jest wykładnikiem Pareto
wprowadzonym w rozdziale 1.4 [2, 37, 74, 75].
Zauwaz˙my, z˙e dla rozkładu danego wzorem (1.65) nie daje sie˛ niestety wyzna-
czyc´ dopełnienia dystrybuanty Π(m) w postaci analitycznej.
1.6 prawo efektów proporcjonalnych
W kolejnych dwóch podrozdziałach omawiane sa˛ modele, które dobrze opisuja˛
niskie i s´rednie dochody gospodarstw domowych w Polsce. Jednym z nich jest
Prawo Efektów Proporcjonalnych Gibrata [5–10]. W modelu tym zakłada sie˛, z˙e
współczynnik dryfu A(m) i współczynnik B(m) zwia˛zany z dyfuzja˛, przyjmuja˛
postac´ [2, 71, 72]:
A(m) = am, B(m) = bm2. (1.67)
Dokonuja˛c prostej zamiany zmiennych w równaniu Fokkera–Plancka (1.29) (tzn.
m na lnm) otrzymujemy:
∂P(m, t)
∂t
=
d lnm
dm
∂
∂ lnm
[A(m)P(m, t)] +
∂
∂m
{
d lnm
dm
∂
∂ lnm
[B(m)P(m, t)]
}
=
=
1
m
∂
∂ lnm
[A(m)P(m, t)] +
∂
∂m
{
1
m
∂
∂ lnm
[B(m)P(m, t)]
}
=
=
1
m
∂
∂ lnm
[A(m)P(m, t)] −
1
m2
∂
∂ lnm
[B(m)P(m, t)] +
+
1
m
d lnm
dm
∂
∂ lnm
{
∂
∂ lnm
[B(m)P(m, t)]
}
=
=
1
m
∂
∂ lnm
[A(m)P(m, t)] −
1
m2
∂
∂ lnm
[B(m)P(m, t)] +
+
1
m2
∂2
∂(lnm)2
[B(m)P(m, t)] . (1.68)
Mnoz˙a˛c ostatnie wyraz˙enie stronami przez m i wstawiaja˛c współczynniki A(m)
i B(m) w postaci (1.67) moz˙emy napisac´, z˙e:
∂
∂t
[mP(m, t)] =
∂
∂ lnm
[amP(m, t)] −
1
m
∂
∂ lnm
[
bm2P(m, t)
]
+
+
1
m
∂2
∂(lnm)2
[
bm2P(m, t)
]
. (1.69)
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Naste˛pnie podstawiamy:
x = lnm, dx =
1
m
dm,
Q(x, t) = P(m, t)
∣∣∣∣ dxdm
∣∣∣∣−1 = mP(m, t), (1.70)
uzyskuja˛c:
∂Q(x, t)
∂t
= a
∂Q(x, t)
∂x
−
b
ex
∂
∂x
[exQ(x, t)] +
b
ex
∂2
∂x2
[exQ(x, t)] . (1.71)
Sta˛d, obliczaja˛c poszczególne pochodne i dokonuja˛c redukcji wyrazów podobnych,
otrzymujemy:
∂Q(x, t)
∂t
= −(−a− b)
∂Q(x, t)
∂x
+ b
∂2Q(x, t)
∂x2
. (1.72)
Rozwia˛zaniem powyz˙szego równania jest:
Q(x, t) =
1√
4pibt
exp
{
−
[x− (−a− b)t]2
4bt
}
. (1.73)
Jest to rozkład Gaussa o s´redniej µt = (−a−b)t i wariancji σ2t = 2bt. Jego szerokos´c´
(czyli 2σt) wzrasta proporcjonalnie do pierwiastka kwadratowego z czasu zatem,
wyraz˙enie (1.73) stanowi rozwia˛zanie niestacjonarne równania Fokkera–Plancka,
opisuja˛ce „rozpływanie sie˛” rozkładu Gaussa w zmiennej x.
Współczynniki A(m) i B(m) zdefiniowane w (1.67) sa˛ identyczne jak w przy-
padku słabego prawa Pareto. Zasadnicza róz˙nica mie˛dzy prawem Efektów Propor-
cjonalnych a słabym prawem Pareto polega na tym, iz˙ w pierwszym przypadku
zakładamy, z˙e zmiany dochodów gospodarstw domowych ze wszystkich grup spo-
łecznych sa˛ proporcjonalne do dochodów uzyskiwanych przez nie dotychczas. Na-
tomiast w drugim przypadku słabe prawo Patero dopuszcza takie załoz˙enie, ale
tylko dla gospodarstw domowych uzyskuja˛cych dostatecznie duz˙e dochody (czyli
dochody s´rednie i wysokie). Dzie˛ki narzuceniu ograniczenia wielkos´ci dochodu
z dołu moz˙emy uzyskac´, w ramach multiplikatywnego procesu stochastycznego,
rozwia˛zanie równowagowe be˛da˛ce włas´nie słabym prawem Pareto [2] (patrz roz-
dział 1.4).
Jes´li w rozwia˛zaniu (1.73) powrócimy do zmiennej m, to korzystaja˛c z podsta-
wien´ (1.70), otrzymujemy rozkład logarytmiczno–normalny (log–normalny), który
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dobrze opisuje niskie dochody uzyskiwane przez gospodarstwa domowe w Polsce
(patrz rozdział 3.3). Zatem [2, 6, 82]:
P(m, t) =
1√
2piσtm
exp
[
−
(lnm− µt)
2
2σ2t
]
(1.74)
natomiast, dopełnienie dystrybuanty wyraz˙a sie˛ wzorem [6, 71, 72]:
Π(m) =
∫∞
m
1√
2piσtm ′
exp
[
−
(lnm ′ − µt)2
2σ2t
]
dm ′ =
=
1√
pi
∫∞
t
e−t
′2
dt ′ =
1
2
(
2√
pi
∫∞
t
e−t
′2
dt ′
)
=
=
1
2
(
1−
2√
pi
∫ t
0
e−t
′2
dt ′
)
=
1
2
(1− erf(t)) , (1.75)
gdzie po drodze dokonano naste˛puja˛cej zamiany zmiennych: t ′ = lnm
′−µt√
2σt
, dt ′ =
1√
2σtm ′
dm ′; jak zwykle erf(t) = 2√
pi
∫t
0 e
−t ′2dt ′ jest funkcja˛ błe˛du. Ostatecznie otrzy-
mujemy:
Π(m) =
1
2
[
1− erf
(
lnm− µt√
2σt
)]
. (1.76)
W przypadku empirycznych dopełnien´ dystrybuant dotycza˛cych rocznych docho-
dów uzyskiwanych przez gospodarstwa domowe w Polsce, rozkład ten dobrze
opisuje gospodarstwa domowe o niskich dochodach (patrz rozdział 3.3, rysunki
3.4 – 3.6).
Nalez˙y zaznaczyc´, z˙e problemem otwartym pozostaje uzyskanie jednolitej for-
muły ge˛stos´ci prawdopodobien´stwa opisuja˛cej wszystkie trzy klasy społeczne, gdzie
klasa społeczna o niskich dochodach byłaby opisywana rozkładem log–normalnym.
1.7 uogólniony model lotka–volterra
Kolejnym modelem, który dobrze opisuje niskie i s´rednie dochody gospodarstw
domowych w Polsce jest uogólniony model Lotka–Volterra zaproponowany przez
Solomona i Richmonda [2, 5, 6, 38–41, 71–73]. Zakłada on, z˙e dochód gospodarstwa
domowego zmienia sie˛ w czasie zgodnie z naste˛puja˛cym równaniem róz˙nicowym:
mi(t+∆t) −mi(t) = [ri(t) − 1]∆tmi(t) + a∆tm(t) − c(m1, . . . ,mN, t)∆tmi(t),
(1.77)
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gdzie:
– mi(t) oznacza dochód i-tego gospodarstwa domowego w chwili t;
– ri(t) jest białym szumem, którego własnos´ci
brak dryfu: 〈ri(t)〉 = 0, (1.78)
oraz skon´czona˛ wariancje˛:
〈
ri(t)
2
〉
= D (1.79)
wykorzystujemy w dalszej cze˛s´ci, przy czym na mocy załoz˙enia, wariancja D jest
rze˛du ∆t. Wielkos´ci ri(t) wyraz˙aja˛ losowa˛ stope˛ zwrotu z kapitału mi(t) w prze-
dziale czasu t, t+∆t;
– m(t) oznacza s´redni dochód w społeczen´stwie (składaja˛cym sie˛ z N gospo-
darstw domowych) w chwili t:
m(t) =
1
N
∑
j
mj(t); (1.80)
– składnik a∆tm(t) reprezentuje dochody gospodarstw domowych pochodza˛ce
z subsydiów, s´wiadczonych usług lub pomocy społecznej, sta˛d tez˙ jest on propor-
cjonalny do s´redniego dochodu m(t). Składnik a∆tm(t) gwarantuje, iz˙ dochód go-
spodarstwa domowego nie spadnie poniz˙ej pewnej wartos´ci minimalnej a zatem,
zawsze be˛dzie wie˛kszy od zera;
– współczynnik c(m1, . . . ,mN, t) eliminuje moz˙liwos´c´ nieograniczonego wzrostu
dochodów poszczególnych gospodarstw domowych. Wyraz˙a on zewne˛trzne ogra-
niczenia takie jak, skon´czona ilos´c´ surowców i pienie˛dzy w gospodarce, wojny,
katastrofy, a takz˙e uwzgle˛dnia procesy wolnego rynku: konkurencje˛ pomie˛dzy in-
westorami, poste˛p technologiczny, zmienne ceny róz˙nego rodzaju aktywów, itp.
Tym samym gwarantuje on, z˙e wzrost s´redniego dochodu w społeczen´stwie be˛-
dzie naste˛pował do poziomu, który jest moz˙liwy do osia˛gnie˛cia w obliczu panu-
ja˛cych warunków zewne˛trznych i doste˛pnych zasobów. W ogólnos´ci, współczyn-
nik c(m1, . . . ,mN, t) opisuje stan gospodarki. Okresy, w których −c(m1, . . . ,mN, t)
jest duz˙e i dodatnie odpowiadaja˛ boomowi gospodarczemu, gdy s´rednie dochody
w społeczen´stwie wykazuja˛ tendencje˛ wzrostowa˛. Z kolei ujemne wartos´ci
−c(m1, . . . ,mN, t) sa˛ zwia˛zane z recesja˛, gdy przewaz˙nie mamy wtedy do czynie-
nia z małymi ba˛dz´ ujemnymi stopami zwrotu.
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Moz˙na wykazac´ [6, 38–40], z˙e równanie (1.77) nie posiada rozwia˛zania równo-
wagowego, jednakz˙e daje sie˛ je sprowadzic´ do równania na dochód wzgle˛dny
xi(t) =
mi(t)
m(t) , które posiada juz˙ rozwia˛zanie równowagowe. W tym celu wyraz˙e-
nie (1.77) nalez˙y przetransformowac´ do postaci niezalez˙nej od współczynnika c
(patrz dodatek C). Otrzymujemy, z˙e [6, 38–40]:
dxi(t)
dt
= a− axi(t) + ri(t)xi(t). (1.81)
Jest to nieliniowe równanie Langevina dynamiki stochastycznej z siła˛ oporu a −
axi(t) oraz siła˛ stochastyczna˛ ri(t)xi(t). Oczywis´cie, jest ono równowaz˙ne równa-
niu (1.2), gdy:
A(xi) = axi − a, C(xi) = xi. (1.82)
W dalszym cia˛gu zmienne xi moz˙na traktowac´ jako zmienne statystycznie nie-
zalez˙ne w przeciwien´stwie do zmiennych mi. Jak pokazalis´my w rozdziale 1.2,
z równania Langevina wynika równanie Fokkera–Plancka na ge˛stos´c´ prawdopodo-
bien´stwa P(xi, t). Równowagowe rozwia˛zanie tego równania przyjmuje, w naszych
oznaczeniach, postac´:
P(xi) =
const
B(xi)
exp
[
−
∫xi
xi(0)
A(x ′i)
B(x ′i)
dx ′i
]
, (1.83)
gdzie B(x ′i) =
D
2 C
2(x ′i) oraz xi(0) =
mmin
m(0) , przy czym mmin jest minimalna˛ warto-
s´cia˛ dochodu (wie˛ksza˛ od zera).
Korzystaja˛c z równan´ (1.82), otrzymujemy rozwia˛zanie (1.83) w jawnej postaci:
P(x) =
C ′
x2
exp
[
2
D
∫x
x(0)
a(1− x ′)
x ′2
dx ′
]
, (1.84)
gdzie C ′ = 2 constD a indeks i został juz˙ (dla uproszczenia) opuszczony. Po obliczeniu
powyz˙szej całki otrzymujemy:
P(x) = C0 exp
(
−
2a
Dx
)
x−
2a
D −2, (1.85)
gdzie C0 = C ′ exp
(
2a
Dx0
)
x
2a
D
0 . Stosuja˛c podstawienie α = 1+
2a
D dostajemy ge˛stos´c´
prawdopodobien´stwa dla wzgle˛dnego dochodu jednostek w uogólnionym modelu
Lotka–Volterra:
P(x) = C0
exp
(
−α−1x
)
x1+α
. (1.86)
40 modele dynamiki dochodów znane dotychczas
Stała˛ C0 moz˙na wyznaczyc´ z warunku normalizacyjnego:∫∞
0
P(x)dx = 1. (1.87)
Zatem: ∫∞
0
C0
exp
(
−α−1x
)
x1+α
dx =
C0
(α− 1)α
∫∞
0
e−ttα−1dt = C0
Γ(α)
(α− 1)α
= 1, (1.88)
a sta˛d:
C0 =
(α− 1)α
Γ(α)
, (1.89)
gdzie skorzystano z naste˛puja˛cego podstawienia: t = α−1x ; dx = −
x2
α−1dt.
Ostatecznie ge˛stos´c´ rozkładu prawdopodobien´stwa dla wzgle˛dnego dochodu go-
spodarstw domowych w uogólnionym modelu Lotka–Volterra przyjmuje postac´
odwrotnego rozkładu gamma [2, 5, 6, 38–41]:
P(x) =
(α− 1)α
Γ(α)
exp
(
−α−1x
)
x1+α
. (1.90)
Powyz˙szy wynik implikuje fakt, z˙e wzgle˛dne dochody w społeczen´stwie opisy-
wane sa˛ przez rozkład równowagowy charakteryzuja˛cy sie˛ niezalez˙nym od czasu
wykładnikiem α. Jego wartos´c´ jest uwarunkowana jedynie stosunkiem parame-
tru opisuja˛cego redystrybucje˛ dochodów w społeczen´stwie (współczynnik a) do
zmiennos´ci D losowej stopy zwrotu z posiadanego przez gospodarstwo domowe
kapitału. Wykładnik ten zbliz˙a sie˛ do 1 w przypadku najbogatszych gospodarstw
domowych, gdyz˙ wówczas ros´nie ryzyko (nawet znacza˛co) mierzone wariancja˛
stopy zwrotu D [89].
Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e rozwaz˙ana ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa gwałtownie ma-
leje do zera, gdy x → 0, natomiast wolno zanika, gdy x → ∞. Co wie˛cej, to gwał-
towne zanikanie do zera ma miejsce dla x tylko nieznacznie mniejszego od xmax.
Oznacza to, z˙e wartos´c´ xmax, dla której funkcja P(x) osia˛ga maksimum, be˛dzie
z dobrym przybliz˙eniem efektywna˛ wartos´cia˛ minimalna˛ wzgle˛dnego dochodu,
tzn. xmin ≈ xmax.
Z warunku na ekstremum dP(x)dx = 0, otrzymujemy:
xmin =
α− 1
α+ 1
(1.91)
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lub
α =
1+ xmin
1− xmin
=
1+mmin/m
1−mmin/m
. (1.92)
W s´wietle wyraz˙enia (1.92) jest oczywiste, z˙e wartos´c´ wykładnika α jest determino-
wana takz˙e przez stosunek minimalnego dochodu do s´redniego dochodu w społe-
czen´stwie, który to stosunek jest niezalez˙ny od czasu t [6, 38–40].
Dopełnienie dystrybuanty ge˛stos´ci (1.90) wyraz˙a sie˛ wzorem:
Π(x) =
∫∞
x
(α− 1)α
Γ(α)
exp
(
−α−1x ′
)
x ′1+α
dx ′ =
1
Γ(α)
∫ t
0
e−t
′
t ′α−1dt ′ =
= 1−
1
Γ(α)
∫∞
t
e−t
′
t ′α−1dt ′ = 1−
Γ(α, t)
Γ(α)
, (1.93)
gdzie zastosowano naste˛puja˛ca˛ zamiane˛ zmiennych: t ′ = α−1x ′ ; dx
′ = − x
′2
α−1dt
′.
Funkcja Γ(α, t) =
∫∞
t e
−t ′t ′α−1dt ′ jest górna˛ niekompletna˛ funkcja˛ gamma. Osta-
tecznie [5, 6, 71–73]:
Π(x) = 1−
Γ(α, α−1x )
Γ(α)
. (1.94)
Rozkład ten dobrze opisuje wzgle˛dne, niskie i s´rednie dochody uzyskiwane przez
polskie gospodarstwa domowe (patrz rozdział 3.3, rysunki 3.10 – 3.12).

2
M O D E L E D Y N A M I K I D O C H O D Ó W R O Z W I N I E˛ T E
W N I N I E J S Z E J R O Z P R AW I E
„Cała nasza nauka, w porównaniu z rzeczywistos´cia˛,
jest prymitywna i dziecinna
- ale nadal jest to najcenniejsza rzecz, jaka˛ posiadamy.”
ALBERT EINSTEIN
2.1 prawo pareto – model drabinowy
W niniejszym podrozdziale przedstawiam autorski model, be˛da˛cy uogólnie-
niem i uzupełnieniem rozwaz˙an´ zawartych w pracy [90], maja˛cy na celu opisanie
przykładowego mechanizmu odpowiedzialnego za pojawienie sie˛ słabego prawa
Pareto w przypadku gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
Podzielmy gospodarstwa domowe o wysokich dochodach1 na podgrupy. Do da-
nej podgrupy o numerze i = 1, 2, 3, . . ., zaliczamy gospodarstwa domowe o wzgle˛d-
nych dochodach mmmin zawartych w przedziale:
mi
mmin
= qi−1 6 m
mmin
< qi =
mi+1
mmin
⇔
⇔ ln mi
mmin
= (i− 1) lnq 6 ln m
mmin
< i lnq = ln
mi+1
mmin
, (2.1)
gdziemmin jest minimalna˛ wartos´cia˛ dochodu uzyskiwanego ws´ród wszystkich go-
spodarstw domowych o wysokich dochodach, natomiast parametr q definiuje pod-
stawe˛ strukturalnego podziału wzgle˛dnych dochodów gospodarstw domowych
1 Jak sie˛ dalej okaz˙e, tylko dla tego typu gospodarstw domowych daje sie˛ zastosowac´ model drabinowy.
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o wysokich dochodach. Dodatkowo zakładamy, z˙e z roku na rok liczba gospo-
darstw domowych nalez˙a˛cych do poszczególnych podgrup zmienia sie˛ zgodnie
z naste˛puja˛cymi regułami (patrz rysunek 2.1):
• gospodarstwo domowe z danej podgrupy i, w naste˛pnym roku moz˙e znalez´c´
sie˛ jedynie w podgrupie i+ 1, ba˛dz´ podgrupie i− 1;
• prawdopodobien´stwa przejs´c´ na jednostke˛ czasu wynosza˛ odpowiednio p+
w przypadku przejs´c´ i → i+ 1 oraz p− w przypadku przejs´c´ i → i− 1 oraz
p+ + p− = 1;
• dla najniz˙szej podgrupy i = 1 wprowadzamy prawdopodobien´stwo przetrwa-
nia, p0, w tej grupie, zatem 1− p0 pełni tutaj role˛ prawdopodobien´stwa przej-
s´cia p+.
Rysunek 2.1: Schematycznie przedstawione bła˛dzenie losowe gospodarstw domowych na „drabi-
nie” dochodów.
Niech Ni(t) oznacza liczbe˛ gospodarstw domowych nalez˙a˛cych do podgrupy
i w chwili t (t oznacza tutaj np. miesia˛c). Wówczas równanie dynamiki liczby
gospodarstw domowych Ni opisane jest procesem Markowa:
Ni(t) = Ni+1(t− 1)p− +Ni−1(t− 1)p+, i > 2, (2.2)
N1(t) = N2(t− 1)p− +N1(t− 1)p0. (2.3)
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Na razie skupimy sie˛ na, wynikaja˛cym z powyz˙szego, podejs´ciu statycznym.
Podejs´cie statyczne
Poniewaz˙ interesuje nas rozwia˛zanie równowagowe, to w zgodzie z równaniami
(2.2) i (2.3) moz˙emy wprowadzic´ warunki równowagi szczegółowej postaci:
Nip+ = Ni+1p−, i > 2, (2.4)
N2p− = (1− p0)N1, (2.5)
gdzie oczywis´cieNi, i = 1, 2, . . ., jest juz˙ wielkos´cia˛ niezalez˙na˛ od czasu. Przekształ-
caja˛c równania (2.4) i (2.5) otrzymujemy:
Ni+1 = q
−αNi, i > 2, (2.6)
N2 = q
−α
0 N1, (2.7)
gdzie:
q−α =
p+
p−
⇔ α =
ln p−p+
lnq
(2.8)
a sta˛d wprowadzilis´my:
q−α0 =
1− p0
p−
⇔ lnq0 =
ln p−1−p0
α
. (2.9)
Rozwia˛zuja˛c rekurencyjnie równanie (2.6) ostatecznie uzyskujemy:
Ni =
(
q−α
)i−2
q−α0 N1, i > 2, (2.10)
N2 = q
−α
0 N1. (2.11)
Korzystaja˛c z równan´ (2.10) i (2.11) moz˙emy wyznaczyc´ równowagowe praw-
dopodobien´stwo Pi tego, z˙e losowo wybrane gospodarstwo domowe o wysokich
dochodach nalez˙y do podgrupy i:
Pi =
Ni
N
=
q−α0
1+
q−α0
1−q−α
1
(qα)i−2
, i > 2, (2.12)
P1 =
N1
N
=
1
1+
q−α0
1−q−α
, (2.13)
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gdzie N jest liczba˛ gospodarstw domowych o wysokich dochodach we wszystkich
podgrupach:
N = N1 +
∞∑
i=2
Ni = N1 +N1q
−α
0
∞∑
i=2
(
q−α
)i−2
= N1
(
1+
q−α0
1− q−α
)
. (2.14)
Oczywis´cie spełniony jest warunek normalizacji:
P1 +
∞∑
i=2
Pi = 1. (2.15)
Przynalez˙nos´c´ okres´lonego gospodarstwa domowego do danej podgrupy i jest
determinowana uzyskiwanym przez nie dochodem m. Zatem, wykorzystuja˛c kla-
syfikacje˛ (2.1), moz˙emy zapisac´ prawdopodobien´stwo Pi w postaci:
Pi = P(mminq
i−1 6 m < mminqi) = P(mi 6 m < mi+1). (2.16)
Z kolei prawdopodobien´stwo, z˙e losowo wybrane gospodarstwo domowe nalez˙y
do podgrupy j > i (inaczej mówia˛c, z˙e jego dochody sa˛ równe ba˛dz´ przekraczaja˛
wartos´c´ mi = mminqi−1) wyraz˙a sie˛ wzorem:
P(m > mi) = P(mi 6 m < mi+1) + P(mi+1 6 m < mi+2) + · · · =
=
∞∑
j=i
Pj =
q−α0
1+
q−α0
1−q−α
q2α
∞∑
j=i
(
q−α
)j
=
=
q−α0 q
−α
1− q−α + q−α0
(
qi−1
)−α
=
=
q−α0 q
−α
1− q−α + q−α0
(
mi
mmin
)−α
= Π(mi). (2.17)
Zgodnie z oczekiwaniami, otrzymalis´my dopełnienie dystrybuanty wyraz˙aja˛ce sła-
be prawo Pareto o wykładniku α. Wykładnik ten wyraz˙ony jest poprzez wewne˛trzna˛
klasyfikacje˛ grupy gospodarstw domowych o wysokich dochodach jak tez˙ przez
probabilistyke˛ okres´laja˛ca˛ szanse awansu lub degradacji wewna˛trz tej grupy (patrz
równanie (2.8)). Jak widac´, model drabinowy okres´la warunki, w jakich budowany
jest rozkład pote˛gowy wzgle˛dnych dochodów gospodarstw domowych o wysokich
dochodach.
S´redni dochód – podejs´cie dynamiczne
Wróc´my teraz do równan´ (2.2) i (2.3) opisuja˛cych dynamike˛ liczby gospodarstw
domowych, czyli ich liczbe˛Ni(t) w chwili tw danej podgrupie i. W dalszym cia˛gu,
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dokonajmy analizy pierwszego momentu, czyli s´redniego dochodu w chwili t:
〈m(t)〉 = 1N
∑∞
i=1Ni(t)mi.
Mnoz˙a˛c stronami równanie (2.2) przez mi oraz równanie (2.3) przez m1 dosta-
jemy:
miNi(t) = mi+1q
−1Ni+1(t− 1)p− +mi−1qNi−1(t− 1)p+, i > 2, (2.18)
m1N1(t) = m2q
−1N2(t− 1)p− +m1N1(t− 1)p0, (2.19)
gdzie wykorzystano tutaj fakt, z˙e: qi−1q = qi a zatem: miq = mi+1. Dodaja˛c stro-
nami równania (2.18) i (2.19), moz˙emy wyrazic´ s´redni dochód w postaci:
〈m(t)〉 = p−q−1 〈m(t− 1)〉+p+q 〈m(t− 1)〉− p−q
−1
N
m1N1(t− 1)+
p0
N
m1N1(t− 1).
(2.20)
Pamie˛taja˛c, z˙e m1 ≡ mmin otrzymujemy:
〈m(t)〉 = (p−q−1 + p+q) 〈m(t− 1)〉+mminN1(t− 1)p0 − p−q
−1
N
. (2.21)
Zajmiemy sie˛ teraz analiza˛ wartos´ci s´redniego dochodu w chwili t, 〈m(t)〉, dla
przypadku gdy α = 1, gdyz˙, jak zostanie pokazane w rozdziale 3.3 oraz 4.4, gospo-
darstwa domowe o wysokich dochodach opisywane sa˛ (w przybliz˙eniu) prawem
Pareto o takim włas´nie wykładniku2.
Gdy α = 1, wówczas p−q−1 + p+q = 1 (gdyz˙ p−q−1 = p+ a p+q = p−). Jes´li
dodatkowo załoz˙ymy, z˙e p0 = p−q−1, to wtedy s´redni dochód gospodarstw domo-
wych o wysokich dochodach jest stały w czasie:
〈m(t)〉 = 〈m(t− 1)〉 . (2.22)
Natomiast, gdy p0 − p−q−1 > 0 ≡ p0p− > q−1 ≡ p0 > p+, to wówczas naste˛puje
wzrost s´redniego dochodu. W przeciwnym wypadku, dla p0 − p−q−1 < 0 mamy
do czynienia z jego spadkiem.
Zauwaz˙my, z˙e jes´li prawdopodobien´stwo przetrwania p0 w podgrupie najniz˙szej
(i = 1) wzrasta (przy załoz˙eniu, z˙e p0 > p+) to prawdopodobien´stwo wyjs´cia z tej
2 Oczywis´cie, nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozwaz˙ac´ sytuacje˛ ogólna˛ (α 6= 1), chociaz˙ przypadek α = 1 jest
szczególnie interesuja˛cy.
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podgrupy do podgrupy wyz˙szej (i = 2) maleje. Wzrost p0 pocia˛ga za soba˛ wzrost
N1, gdyz˙:
N1 = N
(
1+
q−10
1− q−1
)−1
= N
p− − p+
p− − p+ + 1− p0
= N
1− p+p−
1− p+p− +
1−p0
p−
(2.23)
oraz spadek Ni, poniewaz˙:
Ni =
(
q−α
)i−2
q−α0 N1 =
(
p+
p−
)i−2
1− p0
p−
, i > 2. (2.24)
Zatem, jak nalez˙ało oczekiwac´, wzrost p0 (p0 > p+) powoduje zwie˛kszenie liczby
gospodarstw domowych w podgrupie i = 1 oraz spadek ich liczby w pozostałych
podgrupach, pocia˛gaja˛c jednoczes´nie za soba˛ (paradoksalnie) wzrost s´redniego do-
chodu dla całej klasy gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
2.2 rozszerzony model yakovenko
Wprowadzony w rozdziale 1.5 model Yakovenko jest w stanie opisac´ tylko niskie
oraz s´rednie dochody gospodarstw domowych w Unii Europejskiej. Nie charakte-
ryzuje on niestety wielce istotnych, wysokich dochodów gospodarstw domowych.
Zasadniczym celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest sformułowanie mo-
delu, dla którego dopełnienie dystrybuanty opisywałoby dochody uzyskiwane
przez wszystkie trzy klasy społeczne tj. gospodarstwa domowe o niskich, s´red-
nich i wysokich dochodach, wła˛czaja˛c w to obszary przejs´ciowe pomie˛dzy tymi
klasami.
Członkowie gospodarstw domowych o wysokich dochodach sa˛ bardzo cze˛sto
włas´cicielami firm ba˛dz´ korporacji. Zatem, oczekujemy, z˙e ich dochody be˛da˛ opi-
sywane (z dobrym przybliz˙eniem) analogicznie jak dochody firm, czyli prawem
Zipfa3 [88, 91, 92].
3 Prawo Zipfa jest w istocie słabym prawem Pareto z wykładnikiem α = 1. Model mikroskopowy (drabinowy)
odtwarzaja˛cy słabe prawo Pareto z wykładnikiem α = 1 został omówiony w rozdziale 2.1.
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W celu uzyskania ge˛stos´ci prawdopodobien´stwa opisuja˛cej dochody wszystkich
trzech klas społecznych współczynnikiA(m) i B(m) wyste˛puja˛ce w równaniu (1.10)
przyjmujemy w naste˛puja˛cej postaci:
A(m) =
 A
<(m) = A0 + am, jes´li m < m1,
A>(m) = A ′0 + a
′m, jes´li m > m1,
(2.25)
B(m) =
 B
<(m) = B0 + bm
2 = b (m20 +m
2) jes´li m < m1,
B>(m) = B ′0 + b
′m2 = b ′(m ′20 +m
2) jes´li m > m1,
(2.26)
gdzie4 m20 = B0/b oraz m
′2
0 = B
′
0/b
′. Wprowadzony tutaj parametr m1 traktujemy
jako graniczna˛ wartos´c´ dochodu pomie˛dzy gospodarstwami domowymi o s´red-
nich i wysokich dochodach (parametry m0 oraz m ′0 omawiamy poniz˙ej) . Zarówno
wartos´c´ m0 jak i m1 wyznacza sie˛ na podstawie empirycznego dopełnienia dystry-
buanty (patrz rozdział 4.4).
Przyje˛cie współczynnikówA(m) oraz B(m), odpowiednio, w postaci (2.25) i (2.26)
zakłada, z˙e mechanizm zmian dochodu jest formalnie taki sam dla całego społe-
czen´stwa, natomiast róz˙nice pochodza˛ z innych proporcji pomie˛dzy procesem ad-
dytywnym a multiplikatywnym. Innymi słowy, mechanizm ten wyraz˙ony poprzez
progowe, nieliniowe równanie Langevina zdefiniowane wzorami5 (1.2), (2.25) oraz
(2.26) moz˙e prowadzic´ do róz˙nej dynamiki zmian dochodu – gospodarstwa do-
mowe o niskich i s´rednich dochodach bogaca˛ sie˛ (ba˛dz´ traca˛ dochody) inaczej niz˙
gospodarstwa domowe o wysokich dochodach, poniewaz˙ współczynniki A<(m),
A>(m) oraz B<(m), B>(m) róz˙nia˛ sie˛ od siebie znacza˛co (w ogólnos´ci A0 6= A ′0,
a 6= a ′, B0 6= B ′0, b 6= b ′).
Aby ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa nie miała niecia˛głos´ci w punkcie m = m1
musi zachodzic´6:
P<(m = m1) = P
>(m = m1), (2.27)
4 Pojawiaja˛cego sie˛ tutaj parametru m0 nie nalez˙y mylic´ z parametrem m0 wyste˛puja˛cym w prawie Pareto.
Przypomnijmy, z˙e w przypadku silnego prawa Pareto parametr m0 oznacza graniczna˛, najniz˙sza˛ wartos´c´
dochodu, jaka˛ moga˛ osia˛gac´ gospodarstwa domowe, natomiast w słabym prawie Pareto jest on parametrem
swobodnym i nie posiada interpretacji.
5 Przypomnijmy, z˙e: B(m) = C
2(m)
2 .
6 Przyje˛cie warunku, z˙e rozkład ge˛stos´ci prawdopodobien´stwa dochodów uzyskiwanych przez gospodarstwa
domowe jest cia˛gły wynika z zasady zwanej brzytwa˛ Ockhama [93].
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gdzie na podstawie (1.35) moz˙emy zapisac´, z˙e7:
P<(m) =
const
B<(m)
exp
(
−
∫m(<m1)
0
A<(m ′)
B<(m ′)
dm ′
)
(2.28)
oraz
P>(m) =
const
B>(m)
exp
(
−
∫m(>m1)
0
A(m ′)
B(m ′)
dm ′
)
=
=
const
B>(m)
exp
(
−
∫m1
0
A<(m ′)
B<(m ′)
dm ′
)
× exp
(
−
∫m(>m1)
m1
A>(m ′)
B>(m ′)
dm ′
)
.
(2.29)
Podstawiaja˛c równanie (2.28) oraz (2.29) do równania (2.27) otrzymujemy:
const
B<(m = m1)
exp
(
−
∫m=m1
0
A<(m ′)
B<(m ′)
dm ′
)
=
=
const
B>(m = m1)
exp
(
−
∫m1
0
A<(m ′)
B<(m ′)
dm ′
)
× exp
(
−
∫m1
m1
A>(m ′)
B>(m ′)
dm ′
)
,
(2.30)
a sta˛d:
B<(m = m1) = B
>(m = m1)⇔ B0 + bm21 = B ′0 + b ′m21. (2.31)
Poniewaz˙ m0 i m ′0 sa˛ wartos´ciami dochodu wyznaczaja˛cymi granice˛ pomie˛dzy go-
spodarstwami domowymi o niskich i s´rednich dochodach, wie˛c musimy przyja˛c´,
z˙e:
m ′0 = m0 ⇔
B0
b
=
B ′0
b ′
. (2.32)
Upraszczaja˛c dodatkowo nasze rozwaz˙ania zakładamy, z˙e:
B ′0 = B0 and b
′ = b, (2.33)
co prowadzi do amplitudy szumu gaussowskiego C(m) identycznej dla wszyst-
kich gospodarstw domowych. Zatem gospodarstwa domowe o niskich i s´rednich
dochodach na poziomie dynamiki zmian dochodów róz˙nia˛ sie˛ od gospodarstw do-
mowych o wysokich dochodach tylko współczynnikiem dryfu A(m). Jest to waz˙ny
wniosek wskazuja˛cy na główny mechanizm róz˙nicuja˛cy dochody klas społecznych.
7 Podobnie jak poprzednio za dolna˛ granice˛ całkowania we wzorze (1.35) wybieramy zero, poniewaz˙ w praktyce
dla danych empirycznych mp jest bardzo małe, rze˛du 1 euro lub 1 złotówki.
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Uwzgle˛dniaja˛c powyz˙sze załoz˙enia moz˙emy napisac´, z˙e:
B(m) = B0 + bm
2 = b
(
m20 +m
2
)
. (2.34)
Podstawiaja˛c (2.25) oraz (2.34) do (1.35) otrzymujemy8 dla m < m1:
P(m) =
const
b
(
m20 +m
2
) exp(− ∫m
0
A0 + am
′
b
(
m20 +m
′2)dm ′
)
=
= C ′
exp
(
−m0T arctan
m
m0
)
[
1+
(
m
m0
)2]α+12 , (2.35)
gdzie T = B0A0 ,
α+1
2 =
a
2b + 1 oraz C
′ = const
bm20
. Z kolei, dla m > m1 mamy:
P(m) =
const
b(m20 +m
2)
exp
(
−
∫m1
0
A0 + am
′
b(m20 +m
′2)
dm ′
)
× exp
(
−
∫m
m1
A ′0 + a
′m ′
b(m20 +m
′2)
dm ′
)
=
= C ′′
exp
(
−m0T1 arctan
m
m0
)
[
1+
(
m
m0
)2]α1+12 , (2.36)
gdzie T1 =
B0
A ′0
, α1+12 =
a ′
2b + 1 oraz
C ′′ = const
bm
2+a ′/b
0
exp
(
−
∫m1
0
A0+am
′
b(m20+m ′2)
dm ′
)
×exp
(
A ′0
bm0
arctan m1m0 +
a ′
2b ln
(
m20 +m
2
1
))
=
= C ′ exp
(
−
(
1
T −
1
T1
)
m0 arctan
m1
m0
)[
1+
(
m1
m0
)2](α1−α)/2
, przy czym C ′ zostało zde-
finiowane we wzorze (2.35).
Podsumowuja˛c, ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa, P(m), opisuja˛ca dochody uzyski-
wane przez wszystkie trzy klasy społeczne w Unii Europejskiej, tzn. gospodarstwa
domowe o niskich, s´rednich i wysokich dochodach, przybiera postac´:
P(m) =

C ′
exp
(
−
m0
T arctan
m
m0
)
[
1+
(
m
m0
)2]α+12 , dla m < m1,
C ′′
exp
(
−
m0
T1
arctan mm0
)
[
1+
(
m
m0
)2]α1+12 , dla m > m1.
(2.37)
8 Podobnie jak poprzednio za dolna˛ granice˛ całkowania we wzorze (1.35) wybieramy zero, poniewaz˙ w praktyce
mp jest bardzo małe, rze˛du 1 euro lub 1 złotówki.
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W powyz˙szym rozkładzie liczba efektywnych parametrów jest w istocie zreduko-
wana, gdyz˙ wyste˛puja˛ one w postaci ilorazów parametrów definiuja˛cych dynamike˛
zmian dochodów opisywana˛ równaniem Langevina (1.2). Formuła (2.37) jest jed-
nym z kluczowych wyników teoretycznych niniejszej rozprawy doktorskiej.
Dlam m0 rozkład (2.37) (a dokładniej, pierwsze wyraz˙enie) przechodzi w pra-
wo Boltzmanna–Gibbsa. Natomiast, dlam1  m0 przechodzi on kolejno (dlam0 
m < m1) w słabe prawo Pareto z wykładnikiem α, a naste˛pnie (dla m > m1)
w słabe prawo Pareto z wykładnikiem α1.
Podobnie jak w przypadku modelu Yakovenko, takz˙e dla rozszerzonego modelu
Yakovenko wyraz˙onego przez wzór (2.37) nie daje sie˛ wyznaczyc´ dopełnienia dys-
trybuanty Π(m) w postaci analitycznej. Efektywna metoda numeryczna została
przedstawiona w rozdziale 4.4.
Nalez˙y podkres´lic´, z˙e rozszerzony model Yakovenko dotyczy Unii Europejskiej
jako całos´ci (patrz rozdział 4.4, rysunki 4.12 – 4.13). Do opisu polskich gospodarstw
domowych konieczne jest inne podejs´cie.
3
A N A L I Z A R O C Z N Y C H D O C H O D Ó W G O S P O D A R S T W
D O M O W Y C H W P O L S C E
„To, co nazywamy fizyka˛,
obejmuje cała˛ grupe˛ nauk przyrodniczych,
które opieraja˛ swe teorie na pomiarach
i których idee i twierdzenia
daja˛ sie˛ sformułowac´ za pomoca˛ matematyki.”
ALBERT EINSTEIN
3.1 opis bazy danych
W analizie danych empirycznych wykorzystano dane Głównego Urze˛du Staty-
stycznego1 dotycza˛ce rocznych2 dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domo-
wych w Polsce w latach 2004–2010. Po usunie˛ciu rekordów (czyli tych dochodów
w liczbie 264 w 2004 r., 198 w 2005 r., 226 w 2006 r., 245 w 2007 r., 251 w 2008
r., 271 w 2009 r., 223 w 2010 r.), dla których dochód był mniejszy (czyli strata)
ba˛dz´ równy zero, baza danych zwierała odpowiednio 32054, 34569, 37282, 37121,
37107, 37031 i 37189 rekordów. Niedodatnie wartos´ci dochodu uznano za obser-
wacje błe˛dne, gdyz˙ zgodnie z definicja˛ dochód rozporza˛dzalny to (cytuje˛ za [94])
„. . . suma biez˙a˛cych dochodów gospodarstw domowych z poszczególnych z´ródeł
1 http://www.stat.gov.pl/
2 Główny Urza˛d Statystyczny gromadzi dane o dochodach miesie˛cznych gospodarstw domowych. Aby uzyskac´
dochody roczne, dochody miesie˛czne przemnoz˙ono przez czynnik 12.
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54 analiza rocznych dochodów gospodarstw domowych w polsce
pomniejszona o zaliczki na podatek dochodowy od osób fizycznych płacone przez
płatnika w imieniu podatnika (od dochodów z pracy najemnej oraz od niektórych
s´wiadczen´ z ubezpieczenia społecznego i s´wiadczen´ pozostałych), o podatki od
dochodów z własnos´ci, podatki płacone przez osoby pracuja˛ce na własny rachu-
nek, w tym przedstawicieli wolnych zawodów i osób uz˙ytkuja˛cych gospodarstwo
indywidualne w rolnictwie oraz o składki na ubezpieczenie społeczne i zdrowotne.
W skład dochodu rozporza˛dzalnego wchodza˛ dochody pienie˛z˙ne i niepienie˛z˙ne,
w tym spoz˙ycie naturalne (towary lub usługi konsumpcyjne pobrane na potrzeby
gospodarstwa domowego z gospodarstwa indywidualnego ba˛dz´ z prowadzonej
działalnos´ci gospodarczej na własny rachunek – rolniczej i pozarolniczej) oraz to-
wary i usługi otrzymane bezpłatnie. Dochód rozporza˛dzalny jest przeznaczony na
wydatki oraz przyrost oszcze˛dnos´ci”.
3.2 empiryczne dopełnienia dystrybuant
Jednym z celów niniejszej rozprawy doktorskiej jest analiza empirycznych do-
pełnien´ dystrybuant rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domo-
wych w Polsce. Rozkłady te skonstruowano zgodnie z naste˛puja˛cymi regułami:
• Po pierwsze dane o dochodach zostały uszeregowane w rankingu, czyli ma-
leja˛co – od gospodarstwa domowego o najwie˛kszym dochodzie do gospodar-
stwa domowego o najmniejszym dochodzie.
• Po drugie, dla kaz˙dego gospodarstwa policzono, zgodnie z formuła˛ Weibulla3
[95–97], ułamek: ln+1 , gdzie l jest numerem miejsca (czyli ranga˛) jakie zajmuje
dane gospodarstwo domowe w tym rankingu, a n jest liczba˛ gospodarstw
domowych w analizowanej próbie. Otrzymane wartos´ci oznaczaja˛ ułamek go-
spodarstw domowych uzyskuja˛cych dochód równy, ba˛dz´ wie˛kszy niz˙ gospo-
darstwo domowe znajduja˛ce sie˛ w rankingu na pozycji l.
• Naste˛pnie sporza˛dzono wykres, na którym na osi odcie˛tych odłoz˙ono dochód
gospodarstwa domowego a na osi rze˛dnych policzony dla niego (powyz˙ej
zdefiniowany) ułamek.
3 Metoda Weibulla została dokładniej opisana w dodatku D.
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Dopełnienie dystrybuanty otrzymane w ten sposób jest stabilne4, tzn. obarczone
wyraz´nie mniejszym błe˛dem5 niz˙ sama ge˛stos´c´ prawdopodobien´stwa, przy czym
jednoczes´nie nadaje sie˛ ono do analizy znacza˛cych zmian w czasie struktury docho-
dów gospodarstw domowych. Rozkład taki zawiera tyle samo punktów empirycz-
nych (gospodarstw domowych), co pierwotne dane. Dzie˛ki temu, kolejne analizy
moga˛ byc´ wykonywane na próbach o maksymalnie doste˛pnej liczebnos´ci.
Empiryczne dopełnienia dystrybuant rocznych dochodów rozporza˛dzalnych go-
spodarstw domowych w Polsce zostały przedstawione na rysunkach 3.1 – 3.3 (skala
logarytmiczna).
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Rysunek 3.1: Empiryczne dopełnienie dystrybuanty, Π(m), rocznych dochodów rozporza˛dzalnych
gospodarstw domowych w Polsce, m, z roku 2004. Włas´nie takie rozkłady zostana˛
w dalszej cze˛s´ci pracy poddane analizie teoretycznej. Cechuja˛ sie˛ one duz˙a˛ stabilnos´cia˛
w czasie.
4 Nie mylic´ z definicja˛ rozkładu stabilnego, np. Gaussa lub Lévy’ego.
5 W przypadku np. gdy dwa gospodarstwa domowe uzyskuja˛ ten sam dochód, to w rankingu otrzymuja˛ róz˙ne
miejsca, a co za tym idzie inne sa˛ tez˙ wartos´ci obliczanego ułamka. Fakt, ten ma znaczenie marginalne i nie
wpływa na kształt otrzymywanych empirycznych dopełnien´ dystrybuant. Nalez˙y pamie˛tac´, z˙e dane o docho-
dach maja˛ charakter szacunkowy i te same wartos´ci dochodu moz˙na sztucznie zróz˙nicowac´ np. o jeden grosz.
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Rysunek 3.2: Empiryczne dopełnienia dystrybuant, Π(m), rocznych dochodów rozporza˛dzalnych
gospodarstw domowych w Polsce, m, z lat 2005–2007. Takz˙e te rozkłady zostana˛
w dalszej cze˛s´ci pracy poddane analizie teoretycznej. Cechuja˛ sie˛ one duz˙a˛ stabilnos´cia˛
w czasie (podobnie jak ten z roku 2004).
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Rysunek 3.3: Empiryczne dopełnienia dystrybuant, Π(m), rocznych dochodów rozporza˛dzalnych
gospodarstw domowych w Polsce, m, z lat 2008–2010. Równiez˙ te rozkłady zostana˛
w dalszej cze˛s´ci pracy poddane analizie teoretycznej. Cechuja˛ sie˛ one (tak jak poprzed-
nie z lat 2004–2007) duz˙a˛ stabilnos´cia˛ w czasie.
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3.3 analiza danych empirycznych
W kolejnych rozdziałach porównuje˛ empiryczne dopełnienia dystrybuant, do-
tycza˛ce rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Polsce,
z przewidywaniami modeli teoretycznych, tj. z Prawem Efektów Proporcjonalnych,
słabym prawem Pareto oraz uogólnionym modelem Lotka–Volterra. Naste˛pnie,
omawiam metode˛ wyznaczania wartos´ci wykładnika Pareto (pochodza˛cego ze sła-
bego prawa Pareto) przy pomocy analizy rankingu dochodów. Umoz˙liwia to nie
tylko wyznaczenie niezalez˙na˛ metoda˛ wykładnika Pareto dla gospodarstw domo-
wych uzyskuja˛cych s´rednie dochody, ale pozwala równiez˙ okres´lic´ jego wartos´c´ dla
gospodarstw domowych osia˛gaja˛cych wysokie dochody. Wyznaczenie wykładnika
Pareto dla gospodarstw domowych osia˛gaja˛cych wysokie dochody na podstawie
empirycznych dopełnien´ dystrybuant nie jest moz˙liwe, gdyz˙ rozkłady te zawieraja˛
tylko kilka punktów empirycznych reprezentuja˛cych tego typu gospodarstwa.
Wykorzystanie Prawa Efektów Proporcjonalnych
W pierwszej kolejnos´ci do empirycznych dopełnien´ dystrybuant dotycza˛cych
rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Polsce dopaso-
wano dopełnienie dystrybuanty rozkładu log–normalnego (1.76) wynikaja˛ce z Pra-
wa Efektów Proporcjonalnych (patrz rozdział 1.6):
Π(m) =
1
2
[
1− erf
(
lnm− µ√
2σ
)]
. (3.1)
Wyniki w skali logarytmicznej zostały przedstawione na rysunkach 3.4 – 3.66.
6 Wyste˛puja˛ce tutaj i na dalszych rysunkach oznaczenie sx jest odchyleniem standardowym parametru x. Do-
pełnienie dystrybuanty rozkładu log-normalnego dopasowano do wszystkich danych empirycznych dotycza˛-
cych dochodów gospodarstw domowych w Polsce. W celu dopasowania krzywych posłuz˙ono sie˛ algorytmem
Levenberga–Marquardta [98].
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Rysunek 3.4: Dopasowanie dopełnienia dystrybuanty rozkładu log–normalnego (linia cia˛gła) do
empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych go-
spodarstw domowych w Polsce (punkty) z lat 2004–2006. Jak widac´, Prawo Efektów
Proporcjonalnych całkiem dobrze opisuje dane empiryczne dla niskich dochodów go-
spodarstw domowych.
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Rysunek 3.5: Dopasowanie dopełnienia dystrybuanty rozkładu log–normalnego (linia cia˛gła) do
empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych go-
spodarstw domowych w Polsce (punkty) z lat 2007–2009. Jak widac´, Prawo Efektów
Proporcjonalnych całkiem dobrze opisuje dane empiryczne dla niskich dochodów go-
spodarstw domowych.
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Rysunek 3.6: Dopasowanie dopełnienia dystrybuanty rozkładu log–normalnego (linia cia˛gła) do
empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych go-
spodarstw domowych w Polsce (punkty) z roku 2010. Jak widac´, Prawo Efektów Pro-
porcjonalnych całkiem dobrze opisuje dane empiryczne dla niskich dochodów gospo-
darstw domowych.
Jak wynika z wykresów zamieszczonych na rysunkach 3.4 – 3.6, dopełnienie
dystrybuanty rozkładu log–normalnego całkiem dobrze opisuje gospodarstwa do-
mowe o niskich dochodach. Wartos´ci parametrów dla poszczególnych dopasowan´
zostały zebrane w tabeli 3.17.
7 Błe˛dy parametrów sx, x = µ,σ, zostały podane w legendach na rysunkach 3.4 – 3.6. Jak widac´, sa˛ one bar-
dzo małe. Z kolei, s´rednia˛ 〈x〉 oraz rozpie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie wartos´ci wyznaczonych
parametrów.
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Tabela 3.1: Parametry uzyskane z dopasowania dopełnienia dystrybuanty rozkładu log–
normalnego do empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛-
dzalnych gospodarstw domowych w Polsce z lat 2004–2010. W przedostatnim wierszu
znajduja˛ sie˛ wartos´ci s´rednie parametrów. Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e rozrzut wzgle˛dny
(wzgle˛dna rozpie˛tos´c´) Rx parametrów nie przekracza 6%.
Rok µ σ σµ
2004 10.0102 0.5822 0.0582
2005 10.0316 0.5817 0.0580
2006 10.1069 0.5895 0.0583
2007 10.1950 0.6002 0.0589
2008 10.3115 0.6178 0.0599
2009 10.3738 0.6137 0.0592
2010 10.4324 0.6127 0.0587
〈x〉 10.2088 0.5997 0.0587
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.04 0.06 0.03
Jak widac´, analiza klasy społecznej reprezentowanej przez gospodarstwa do-
mowe o niskich dochodach nie dostarcza informacji o kryzysie – klasa ta jest nie-
zwykle stabilna, gdyz˙ zarówno parametry µ jak i σ sa˛ wolnozmiennymi funkcjami
czasu.
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Wykorzystanie słabego prawa Pareto
Do „ogonów” omawianych empirycznych dopełnien´ dystrybuant dopasowano
(patrz rys. 3.7 – 3.9) równiez˙ słabe prawo Pareto8 (przedstawione w rozdziale 1.4)
postaci (przypomnijmy wzór (1.61)):
Π(m) ∼ (m/m0)
−α . (3.2)
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Rysunek 3.7: Dopasowanie słabego prawa Pareto (linia cia˛gła) do empirycznego dopełnienia dys-
trybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Polsce
(punkty) z roku 2004. Słabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe
o s´rednich dochodach. Dyskusja dotycza˛ca zbioru punktów układaja˛cych sie˛ powy-
z˙ej słabego prawa Pareto została przeprowadzona w dalszej cze˛s´ci pracy. Zielone linie
oznaczaja˛ przedziały ufnos´ci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.
8 W celu dopasowania krzywych posłuz˙ono sie˛ algorytmem Levenberga–Marquardta [98]. Dopełnienie dystry-
buanty słabego prawa Pareto dopasowano do danych empirycznych dotycza˛cych s´rednich dochodów gospo-
darstw domowych w Polsce. Wyboru podpróbki dokonano tak, aby do ogonów analizowanych rozkładów
moz˙na było dopasowac´ prosta˛ w skali log-log. W tym celu nalez˙ało znalez´c´ graniczny dochód, poniz˙ej którego
dane sa˛ odrzucane. Zatem dopasowanie przeprowadzono w zakresie danych – od pewnego granicznego do-
chodu do dochodu najbogatszego gospodarstwa domowego doste˛pnego w próbie. Przy wyborze podpróbki,
do której fitowano prosta˛ (w skali log-log) kierowano sie˛ maksymalizacja˛ wartos´ci R2.
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Rysunek 3.8: Dopasowanie słabego prawa Pareto (linia cia˛gła) do empirycznego dopełnienia dys-
trybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Polsce
(punkty) z lat 2005–2007. Słabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe
o s´rednich dochodach. Dyskusja dotycza˛ca zbioru punktów układaja˛cych sie˛ powyz˙ej
słabego prawa Pareto została przeprowadzona w dalszej cze˛s´ci pracy. Zielone linie
oznaczaja˛ przedziały ufnos´ci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.
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Rysunek 3.9: Dopasowanie słabego prawa Pareto (linia cia˛gła) do empirycznego dopełnienia dys-
trybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Polsce
(punkty) z lat 2008–2010. Słabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe
o s´rednich dochodach. Dyskusja dotycza˛ca zbioru punktów układaja˛cych sie˛ powyz˙ej
słabego prawa Pareto została przeprowadzona w dalszej cze˛s´ci pracy. Zielone linie
oznaczaja˛ przedziały ufnos´ci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.
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Słabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe o s´rednich docho-
dach. Na rysunkach 3.7 – 3.9 zaznaczono równiez˙ przedziały ufnos´ci (zielone linie)
dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%. Przedziały te wyznaczono
przy uz˙yciu metody przedstawionej w pracy [99]. Jak widac´, niektóre z punktów
empirycznego dopełnienia dystrybuanty lez˙a˛ poza przedziałami ufnos´ci. Zatem
maja˛ miejsce odste˛pstwa od słabego prawa Pareto. Jest to spowodowane obecno-
s´cia˛ w danych empirycznych gospodarstw domowych o wysokich dochodach. Ich
liczba jest jednak zbyt mała, aby mogła zostac´ poddana opisowi statystycznemu.
Gospodarstwa te zostana˛ przeanalizowane osobno, w dalszej cze˛s´ci pracy przy uz˙y-
ciu rankingów.
Wartos´ci wykładników Pareto dla poszczególnych lat zebrano w tabeli 3.29.
Tabela 3.2: Wykładniki Pareto uzyskane z dopasowania słabego prawa Pareto do empirycznego do-
pełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych
w Polsce z lat 2004–2010. W przedostatnim wierszu znajduje sie˛ wartos´c´ s´rednia wy-
kładnika Pareto. Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e jego rozrzut wzgle˛dny (wzgle˛dna rozpie˛tos´c´)
Rx wynosi 11%.
Rok α
2004 3.005
2005 3.009
2006 2.984
2007 2.809
2008 3.146
2009 3.124
2010 3.095
〈x〉 3.025
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.11
9 Błe˛dy wykładników zostały zamieszczone w legendach na rysunkach 3.7 – 3.9. Z kolei, s´rednia˛ 〈x〉 oraz roz-
pie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie wartos´ci wyznaczonych wykładników α.
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Wykładnik Pareto moz˙e stanowic´ wskaz´nik nierównos´ci społecznych. Im mniej-
sza jest jego wartos´c´, tym wie˛ksze sa˛ nierównos´ci uzyskiwanych dochodów w da-
nej klasie społecznej. Z tabeli 3.2 wynika, z˙e wykładnik Pareto osia˛gna˛ł najmniej-
sza˛ wartos´c´ w roku 2007, czyli roku „wybuchu” s´wiatowego kryzysu finansowego.
Zatem w roku tym rozwarstwienie społeczne osia˛gne˛ło wartos´c´ najwie˛ksza˛ (naj-
mniejszy wykładnik Pareto).
Słabe prawo Pareto jest odpowiednie do zobrazowania gospodarstw domowych
o s´rednich dochodach, poniewaz˙ w tym wypadku zaczyna odgrywac´ role˛ kon-
kurencja rynkowa. Firmy konkuruja˛ mie˛dzy soba˛ a ich zyski przekładaja˛ sie˛ na
zarobki pracowników – jednostek tworza˛cych gospodarstwa domowe o s´rednich
dochodach. W pracy [100] rozwaz˙ono trzy typy konkurencji rynkowej. Naste˛p-
nie, przy pomocy symulacji komputerowych wykazano, z˙e dochody najbogatszych
(np. firm, gospodarstw domowych, jednostek, itp.), podlegaja˛cych ustalonym zasa-
dom konkurencji opisywane sa˛ prawem Pareto [100]. Zatem moz˙emy oczekiwac´,
z˙e takz˙e zarobki ich pracowników (jednostek tworza˛cych gospodarstwa domowe
o s´rednich dochodach) be˛da˛ opisywane słabym prawem Pareto.
Wykorzystanie uogólnionego modelu Lotka–Volterra
W kolejnym kroku do rozwaz˙anych empirycznych dopełnien´ dystrybuant dopa-
sowano dopełnienie dystrybuanty rozkładu (1.94) pochodza˛cego z uogólnionego
modelu Lotka–Volterra (patrz rozdział 1.7):
Π(x) = 1−
Γ(α, α−1x )
Γ(α)
. (3.3)
Wyniki dopasowan´ znajduja˛ sie˛ na rysunkach 3.10 – 3.1210 (skala log–log):
10 W celu dopasowania krzywych posłuz˙ono sie˛ algorytmem Levenberga–Marquardta [98]. Dopełnienie dystry-
buanty uogólnionego modelu Lotka–Volterra dopasowano do wszystkich danych empirycznych dotycza˛cych
dochodów gospodarstw domowych w Polsce.
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Rysunek 3.10: Dopasowanie uogólnionego modelu Lotka–Volterra (linia cia˛gła) do empirycznego
dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw do-
mowych w Polsce (punkty) z lat 2004–2006. Widac´, z˙e model ten dobrze opisuje
gospodarstwa domowe o niskich i s´rednich dochodach. Zielone linie oznaczaja˛ prze-
działy ufnos´ci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.
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Rysunek 3.11: Dopasowanie uogólnionego modelu Lotka–Volterra (linia cia˛gła) do empirycznego
dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw do-
mowych w Polsce (punkty) z lat 2007–2009. Ponownie widac´, z˙e model ten dobrze
opisuje gospodarstwa domowe o niskich i s´rednich dochodach. Zielone linie ozna-
czaja˛ przedziały ufnos´ci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.
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Rok 2010
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Rysunek 3.12: Dopasowanie uogólnionego modelu Lotka–Volterra (linia cia˛gła) do empirycznego
dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw do-
mowych w Polsce (punkty) z roku 2010. Nadal widac´, z˙e model ten dobrze opisuje
gospodarstwa domowe o niskich i s´rednich dochodach. Zielone linie oznaczaja˛ prze-
działy ufnos´ci dla zebranych danych empirycznych na poziomie 95%.
Uogólniony model Lotka–Volterra dobrze opisuje gospodarstwa domowe uzy-
skuja˛ce niskie i s´rednie dochody. Istotna˛ zaleta˛ tego modelu jest moz˙liwos´c´ scharak-
teryzowania dopełnien´ dystrybuant rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospo-
darstw domowych przy pomocy pojedynczej formy funkcyjnej. Na wykresach 3.10
– 3.12 zaznaczono równiez˙ przedziały ufnos´ci (zielone linie) dla zebranych danych
empirycznych na poziomie 95% (na podstawie pracy [99]). Ponownie widac´, z˙e
niektóre z punktów empirycznego dopełnienia dystrybuanty lez˙a˛ poza wyznaczo-
nymi przedziałami ufnos´ci. Zatem maja˛ miejsce odste˛pstwa od prawa pote˛gowego.
Wartos´ci parametrów dla poszczególnych dopasowan´ zamieszczono w tabeli 3.311.
11 Błe˛dy parametrów zostały zamieszczone w legendach na rysunkach 3.10 – 3.12. Z kolei, wartos´c´ s´rednia˛ 〈x〉
oraz rozpie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie uzyskanych wartos´ci parametru α.
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Tabela 3.3: Parametry α uzyskane z dopasowania uogólnionego modelu Lotka–Volterra do empi-
rycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw
domowych w Polsce z lat 2004–2010. W przedostatnim wierszu znajduje sie˛ wartos´c´ s´red-
nia parametru α. Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e jego rozrzut wzgle˛dny (wzgle˛dna rozpie˛tos´c´)
Rx wynosi 6%.
Rok α
2004 3.776
2005 3.766
2006 3.720
2007 3.572
2008 3.546
2009 3.602
2010 3.558
〈x〉 3.649
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.06
W przypadku uogólnionego modelu Lotka–Volterra moz˙na wyznaczyc´ efektywna˛
minimalna˛ roczna˛ wartos´c´ dochodu rozporza˛dzalnego gospodarstwa domowego.
Jest to wartos´c´, poniz˙ej której prawdopodobien´stwo osia˛gania przez gospodarstwa
domowe mniejszych dochodów gwałtownie maleje (rozkład ge˛stos´ci prawdopodo-
bien´stwa uogólnionego modelu Lotka–Volterra gwałtownie maleje do zera):
mmin
〈m〉 =
α− 1
α+ 1
. (3.4)
Na podstawie powyz˙szego wzoru otrzymujemy minimalne wartos´ci rocznego
dochodu – tabela 3.412.
12 Wartos´ci wyznaczone z dokładnos´cia˛ do 10 groszy.
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Tabela 3.4: S´rednie oraz minimalne roczne wartos´ci dochodu rozporza˛dzalnego gospodarstw domo-
wych w Polsce w latach 2004–2010.
Rok 〈m〉 [zł] mmin [zł]
2004 26 744.0 15 544.7
2005 27 350.3 15 873.0
2006 29 540.6 17 023.4
2007 32 674.4 18 381.1
2008 36 556.7 20 473.7
2009 38 713.9 21 889.1
2010 41 275.8 23 164.4
Niestety, baza danych Głównego Urze˛du Statystycznego jaka˛ dysponuje˛ nie po-
zwala na rozstrzygnie˛cie pomie˛dzy Prawem Efektów Proporcjonalnych i słabym
prawo Pareto z jednej strony a uogólnionym modelem Lotka–Volterra z drugiej.
Zatem, na przyje˛tym poziomie dokładnos´ci moga˛ byc´ stosowane oba podejs´cia.
Rankingi gospodarstw domowych o niskich i s´rednich dochodach
W dalszej cze˛s´ci rozwaz˙an´ zostanie przedstawiona alternatywna metoda wyzna-
czania wykładnika Pareto na podstawie danych empirycznych dotycza˛cych gospo-
darstw domowych zarówno o s´rednich jak i wysokich dochodach.
Jak to zostało wspomniane wczes´niej, wyznaczenie wykładnika Pareto na pod-
stawie empirycznych dopełnien´ dystrybuant dla gospodarstw domowych osia˛ga-
ja˛cych wysokie dochody nie jest moz˙liwe, gdyz˙ rozkłady te zawieraja˛ zbyt mało
danych empirycznych (przypomnijmy, z˙e zostały one zbudowane na bazie da-
nych empirycznych Głównego Urze˛du Statystycznego). Wartos´c´ wykładnika Pa-
reto otrzymamy analizuja˛c ranking gospodarstw domowych, czyli wykres docho-
dów gospodarstw domowych w zalez˙nos´ci od ich miejsca w rankingu (dochody
zostały uporza˛dkowane w sposób maleja˛cy – zatem pierwsze miejsce w rankingu
zajmuje najbogatsze w danej próbie gospodarstwo domowe) [90]. Jest to podejs´cie
równowaz˙ne analizie empirycznych dopełnien´ dystrybuant. Róz˙nica polega na in-
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nym nazewnictwie i innej reprezentacji skal. Zwyczajowo w badaniach analizuje
sie˛ albo dopełnienia dystrybuant, albo rankingi. Odpowiednie wykresy w skali
logarytmicznej zamieszczono sie˛ na rysunkach 3.13 – 3.1513.
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Rysunek 3.13: Ranking gospodarstw domowych o niskich i s´rednich dochodach (linia cia˛gła ozna-
cza dopasowanie, a punkty dane empiryczne) – lata 2004–2005. Jak widac´, gospodar-
stwa domowe o s´rednich dochodach sa˛ całkiem dobrze opisywane prosta˛ o nachyle-
niu −αranking.
13 Na rysunkach 3.13 – 3.18 wielkos´c´ Const pochodzi z dopasowania prostej (w skali log–log). Dopasowuja˛c
do danych empirycznych (dotycza˛cych s´rednich dochodów gospodarstw domowych w Polsce) prosta˛ w skali
log-log wyboru podpóbki dokonano analogicznie jak w przypadku słabego prawa Pareto.
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Rok 2007
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Rok 2008
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ΑPareto=1/Αranking=2.952; sΑPareto
=0.002
1 10 100 1000 104
1
100
104
106
Ranga l
D
oc
ho
d
m
Rysunek 3.14: Ranking gospodarstw domowych o niskich i s´rednich dochodach (linia cia˛gła ozna-
cza dopasowanie, a punkty dane empiryczne) – lata 2006–2008. Jak widac´, gospodar-
stwa domowe o s´rednich dochodach sa˛ całkiem dobrze opisywane prosta˛ o nachyle-
niu −αranking.
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Rok 2010
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Rysunek 3.15: Ranking gospodarstw domowych o niskich i s´rednich dochodach (linia cia˛gła ozna-
cza dopasowanie, a punkty dane empiryczne) – lata 2009–2010. Jak widac´, gospodar-
stwa domowe o s´rednich dochodach sa˛ całkiem dobrze opisywane prosta˛ o nachyle-
niu −αranking.
Gospodarstwa domowe o s´rednich dochodach opisywane sa˛ w skali logarytmicz-
nej prosta˛ o nachyleniu −αranking. Jak nalez˙ało oczekiwac´, odwrotnos´c´ αranking jest
tutaj zbliz˙ona do wyznaczonych wartos´ci wykładnika Pareto, αPareto, uzyskanych
w przypadku dopełnien´ dystrybuant rocznych dochodów rozporza˛dzalnych go-
spodarstw domowych. Wskazuje to na zgodnos´c´ obu zastosowanych metod [90].
Porównanie wartos´ci wykładników Pareto uzyskanych na obu drogach zamiesz-
czono w tabeli 3.514.
14 Błe˛dy wykładników zostały zamieszczone w legendach na rysunkach 3.7 – 3.9 oraz 3.13 – 3.15. Z kolei, wartos´c´
s´rednia˛ 〈x〉 oraz rozpie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie uzyskanych wartos´ci wykładników αPareto.
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Tabela 3.5: Porównanie wartos´ci wykładników Pareto uzyskanych z analizy rankingów dochodów
gospodarstw domowych z wartos´ciami wykładników Pareto uzyskanych z dopasowania
słabego prawa Pareto do empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów
rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Polsce w latach 2004–2010. W przedostat-
nim wierszu znajduja˛ sie˛ wartos´ci s´rednie wykładników Pareto. Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e
rozrzut wzgle˛dny (wzgle˛dna rozpie˛tos´c´) Rx wykładników nie przekracza 12%.
Rok αPareto (ranking) αPareto (dopełnienie dystrybuanty)
2004 3.006 3.005
2005 2.991 3.009
2006 3.012 2.984
2007 2.780 2.809
2008 2.952 3.146
2009 3.134 3.124
2010 2.947 3.095
〈x〉 2.975 3.025
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.12 0.11
Rankingi gospodarstw domowych o wysokich dochodach
W dotychczasowych rozwaz˙aniach nie analizowano dochodów gospodarstw do-
mowych o wysokich dochodach, gdyz˙ obserwacje takie były zbyt mało liczne,
aby moz˙na było je poddac´ jakiemukolwiek opisowi statystycznemu. Problem ten
moz˙na pos´rednio rozwia˛zac´ analizuja˛c wartos´c´ maja˛tku najbogatszych Polaków
(ok. 100–150 obserwacji) w postaci rankingu [101] (rysunki 3.16 – 3.18, skala loga-
rytmiczna). Zgodnie z tym, co wykazano wczes´niej, jes´li ranking najbogatszych
moz˙na w skali logarytmicznej opisac´ zalez˙nos´cia˛ liniowa˛15, to wówczas podle-
gaja˛ oni słabemu prawu Pareto o wykładniku16 αPareto = 1αranking . Choc´ w tym
przypadku zamiast o dochodach mówie˛ o bogactwie, to jednak zakładam tutaj, z˙e
15 Dopasanie prostej w skali log-log wykonano na całej próbie.
16 Pojawiaja˛cego sie˛ tutaj wykładnika αPareto odnosza˛cego sie˛ do maja˛tku najbogatszych Polaków, nie nalez˙y
mylic´ z wykładnikiem αPareto odnosza˛cym sie˛ do gospodarstw domowych o s´rednich dochodach.
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z roku na rok nie zmienia sie˛ klasa uniwersalnos´ci (wykładnik Pareto zmienia sie˛
nieznacznie – jest wolnozmienna˛ funkcja˛ lat), a sta˛d wykładnik ten moz˙e równiez˙
opisywac´ wysokie dochody gospodarstw domowych [4, 12].
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Rysunek 3.16: Ranking najbogatszych Polaków (linia cia˛gła oznacza dopasowanie, a punkty dane
empiryczne) – lata 2004–2005. Jak widac´, gospodarstwa domowe o wysokich docho-
dach sa˛ całkiem dobrze opisywane prosta˛ o nachyleniu −αranking.
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Rysunek 3.17: Ranking najbogatszych Polaków (linia cia˛gła oznacza dopasowanie, a punkty dane
empiryczne) – lata 2006–2008. Jak widac´, gospodarstwa domowe o wysokich docho-
dach sa˛ całkiem dobrze opisywane prosta˛ o nachyleniu −αranking.
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Rysunek 3.18: Ranking najbogatszych Polaków (linia cia˛gła oznacza dopasowanie, a punkty dane
empiryczne) – lata 2009–2010. Jak widac´, gospodarstwa domowe o wysokich docho-
dach sa˛ całkiem dobrze opisywane prosta˛ o nachyleniu −αranking.
Wartos´ci wykładników Pareto pochodza˛ce z poszczególnych dopasowan´ zostały
zebrane w tabeli 3.617.
17 Błe˛dy wykładników zostały zamieszczone w legendach na rysunkach 3.16 – 3.18. Z kolei, s´rednia˛ 〈x〉 oraz
rozpie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie uzyskanych wartos´ci wykładników αPareto.
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Tabela 3.6: Wykładniki Pareto uzyskane z analizy rankingów najbogatszych Polaków z lat 2004–
2010. W przedostatnim wierszu znajduje sie˛ wartos´c´ s´rednia wykładnika Pareto. Mo-
z˙emy zauwaz˙yc´, z˙e jego rozrzut wzgle˛dny (wzgle˛dna rozpie˛tos´c´) Rx wynosi 19%.
Rok αPareto
2004 0.99
2005 1.11
2006 1.17
2007 1.12
2008 1.13
2009 1.20
2010 1.12
〈x〉 1.12
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.19
Otrzymane wartos´ci wykładnika Pareto sa˛ bliskie jednos´ci, co jest zgodne z po-
dobnymi analizami dotycza˛cymi maja˛tku najbogatszych w innych krajach [2,3,5,30,
44,67,102,103]. Zatem moz˙na oczekiwac´, z˙e mechanizm zdobywania wysokich do-
chodów przez gospodarstwa domowe, opiera sie˛ na istnieniu konkurencji rynkowej
(podobnie jak w przypadku gospodarstw domowych o s´rednich dochodach) [100],
jednak w tym wypadku jednostki tworza˛ce gospodarstwa domowe sa˛ przewaz˙nie
włas´cicielami konkuruja˛cych firm, przy czym dochody tych firm opisywane sa˛ pra-
wem Zipfa18 [88, 91, 92].
Poniewaz˙ dla gospodarstw domowych o wysokich dochodach dysponujemy nie-
wielka˛ liczba˛ obserwacji (ok. 100–150), mamy do czynienia ze znacza˛cym rozrzu-
tem danych, co wpływa na dokładnos´c´ obliczonych wykładników Pareto. Dokład-
nos´c´ ta jest o rza˛d wielkos´ci mniejsza, niz˙ w przypadku gospodarstw domowych
o s´rednich dochodach.
18 Prawo Zipfa jest prawem Pareto z wykładnikiem α = 1.
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3.4 podsumowanie rozdziału
W niniejszym rozdziale dokonano analizy empirycznych dopełnien´ dystrybu-
ant dotycza˛cych rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych
w Polsce w latach 2004–2010. Okazało sie˛, z˙e moga˛ one byc´ dobrze opisywane do-
pełnieniem dystrybuanty rozkładu log–normalnego w przypadku gospodarstw do-
mowych o niskich dochodach, jak równiez˙ słabym prawem Pareto dla gospodarstw
uzyskuja˛cych s´rednie dochody. Ws´ród rozwaz˙anych modeli obiecuja˛ce wyniki uzy-
skano takz˙e dla uogólnionego modelu Lotka–Volterra. Model ten w dobrym przy-
bliz˙eniu odzwierciedla analizowane rozkłady oraz oferuje cenne podejs´cie teore-
tyczne na poziomie mikroskopowym, w którym dochód gospodarstwa domowego
determinowany jest przez dochody dotychczas uzyskiwane oraz przez wysokos´c´
s´wiadczen´ pomocy społecznej (ogólniej mówia˛c redystrybucje˛ dochodów w społe-
czen´stwie) i ogólny stan gospodarki. Dzie˛ki temu, iz˙ wykładnik Pareto opisuja˛cy
gospodarstwa domowe o s´rednich dochodach, moz˙na uzyskac´ zarówno poprzez
analize˛ dopełnien´ dystrybuant jak i rankingu, udało sie˛ wyznaczyc´ takz˙e jego war-
tos´c´ dla najbogatszych jednostek społeczen´stwa polskiego.
Wyznaczone parametry pochodza˛ce z róz˙nych modeli moga˛, jak przypuszczam,
stanowic´ wskaz´niki, czy nawet prekursory kryzysu. Kryzys nie wpływa na go-
spodarstwa domowe o niskich dochodach (parametry dopełnienia dystrybuanty
rozkładu log–normalnego praktycznie nie zmieniaja˛ sie˛), natomiast prowadzi do
mniejszego rozwarstwienia społecznego ws´ród gospodarstw domowych o s´rednich
i wysokich dochodach (oba wykładniki Pareto rosna˛). Warto jednak zauwaz˙yc´, z˙e
w przypadku gospodarstw domowych o wysokich dochodach wahania wykład-
nika Pareto sa˛ stosunkowo niewielkie co oznacza, z˙e skutki finansowe kryzysu dla
najbogatszych obywateli społeczen´stwa polskiego nie były az˙ tak dotkliwe, jak w in-
nych krajach. Jednak w celu wyprowadzenia dalszych wniosków niezbe˛dne sa˛ tutaj
dodatkowe badania, polegaja˛ce przede wszystkim na przeprowadzeniu porównan´
z wczes´niejszymi kryzysami.
Klasa społeczna reprezentowana przez gospodarstwa domowe o niskich docho-
dach wydaje sie˛ niezwykle stabilna. Jej dochody nie ulegaja˛ znacza˛cym zmianom
w wyniku kryzysu. Zatem parametry rozkładów opisuja˛cych niskie dochody go-
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spodarstw domowych nie moga˛ byc´ indykatorami kryzysu. Tylko analiza s´rednich
i wysokich dochodów gospodarstw domowych moz˙e dac´ odpowiedz´ na pytanie
czy nadchodzi kryzys.
Zatem, roczne dochody rozporza˛dzalne polskich gospodarstw domowych moga˛
byc´ opisane za pomoca˛ rozkładów:
• dopełnienia dystrybuanty rozkładu log–normalnego, w przypadku gospodarstw
domowych o niskich dochodach,
• dopełnienia dystrybuanty rozkładu Pareto z wykładnikiem około 3, w przy-
padku gospodarstw domowych o s´rednich dochodach,
• dopełnienia dystrybuanty rozkładu Pareto z wykładnikiem około 1, w przy-
padku gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
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D O M O W Y C H W U N I I E U R O P E J S K I E J
„Nauka jest zbiorem wypróbowanych przepisów.”
PAUL AMBROISE VALÉRY
4.1 opis baz danych
W analizie danych empirycznych wykorzystano dane Eurostatu pochodza˛ce z ba-
dania EU–SILC [104–111] (Survey on Income and Living Conditions) z lat 2004–
2010, czyli z Europejskiego Badania Warunków Z˙ycia Ludnos´ci, obejmuja˛cego ogól-
ne informacje o cechach demograficznych gospodarstw domowych w Unii Euro-
pejskiej, ich warunkach z˙ycia, poziomie dochodów oraz aktywnos´ci ekonomicznej.
W badaniach uz˙yto takz˙e danych o zamoz˙nos´ci najbogatszych Europejczyków w la-
tach 2003–2010 pochodza˛ce z rankingu magazynu Forbes – The World’s Billiona-
ires [112].
W przypadku danych EU–SILC dochód, który został poddany analizie to roczny
dochód brutto gospodarstwa domowego1 (ang. Total household gross income). Zgod-
nie z definicja˛ (tłumaczenie za [104]), roczny dochód brutto gospodarstwa domo-
wego to „. . . pienie˛z˙ny i niepienie˛z˙ny dochód uzyskany przez gospodarstwo do-
mowe w okresie jednego roku przed odliczeniem podatków dochodowych, podat-
1 Nalez˙y zaznaczyc´, z˙e w bazie Eurostatu znajduje sie˛ równiez˙ zmienna – roczny dochód brutto do dyspozycji
gospodarstwa domowego (ang. Total gross disposable household income). Nie została ona jednak wybrana do
analizy, gdyz˙ sposób jej obliczania moz˙e byc´ róz˙ny w zalez˙nos´ci od kraju (głównie ze wzgle˛du na róz˙ne
systemy podatkowe i ubezpieczen´ społecznych).
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ków od dochodów z własnos´ci, składek na ubezpieczenie społeczne i zdrowotne
oraz uwzgle˛dniaja˛cy przepływy pienie˛z˙ne otrzymane od innych gospodarstw do-
mowych”2.
Z bazy danych EU–SILC usunie˛to rekordy, dla których dochód był mniejszy ba˛dz´
równy zero. Niedodatnie wartos´ci dochodu uznano za obserwacje błe˛dne. Podsu-
mowanie (w rozbiciu na poszczególne lata) liczby obserwacji w analizowanej pró-
bie, jak i krajów, dla których doste˛pne były dane o dochodach, zostało zamiesz-
czone w tabeli 4.13.
2 Dokładny opis konstrukcji zmiennej – roczny dochód brutto gospodarstwa domowego (Total household gross
income) został przedstawiony w dodatku E.
3 W analizie danych empirycznych uwzgle˛dniono dane o dochodach pochodza˛ce z krajów nalez˙a˛cych do Unii
Europejskiej (UE), jak równiez˙ dane o dochodach pochodza˛ce z krajów nie nalez˙a˛cych do UE, które jednak
biora˛ udział w badaniu EU–SILC.
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Tabela 4.1: Kraje nalez˙a˛ce do Unii Europejskiej oraz kraje spoza Unii Europejskiej, dla których w ba-
zie EU–SILC, dla poszczególnych lat doste˛pne sa˛ dane o rocznych dochodach brutto
gospodarstw domowych. W tabeli podano równiez˙ liczbe˛ obserwacji wykorzystanych
w analizie danych empirycznych.
Rok Liczba Kraje (UE) Kraje
obserwacji (spoza UE)
2004 55 477 Austria, Belgia, Dania, Estonia, Finlandia, Islandia,
Irlandia, Luksemburg, Szwecja Norwegia
2005 138 593 Austria, Belgia, Cypr, Czechy, Dania, Islandia,
Estonia, Finlandia, Holandia, Irlandia, Litwa, Norwegia
Luksemburg, Niemcy, Polska, Portugalia, Słowacja,
Słowenia, Szwecja, We˛gry, Wielka Brytania
2006 156 734 Austria, Belgia, Cypr, Czechy, Dania, Islandia,
Estonia, Finlandia, Hiszpania, Holandia, Irlandia, Norwegia
Litwa, Luksemburg, Niemcy, Polska, Słowacja,
Słowenia, Szwecja, We˛gry, Wielka Brytania
2007 206 488 Austria, Belgia, Cypr, Czechy, Dania, Islandia,
Estonia, Francja, Finlandia, Grecja, Hiszpania, Norwegia
Holandia, Irlandia, Litwa, Luksemburg, Łotwa,
Niemcy, Polska, Portugalia, Słowacja, Słowenia,
Szwecja, We˛gry, Wielka Brytania, Włochy
2008 209 017 Austria, Belgia, Bułgaria, Cypr, Czechy, Islandia,
Dania, Estonia, Finlandia, Grecja, Hiszpania, Norwegia
Holandia, Irlandia, Litwa, Luksemburg, Łotwa,
Niemcy, Polska, Portugalia, Rumunia, Słowacja,
Słowenia, Szwecja, We˛gry, Wielka Brytania, Włochy
2009 223 882 Austria, Belgia, Bułgaria, Cypr, Czechy, Islandia,
Dania, Estonia, Finlandia, Francja, Grecja, Norwegia
Hiszpania, Holandia, Irlandia, Litwa, Luksemburg,
Łotwa, Malta, Niemcy, Polska, Portugalia,
Rumunia, Słowacja, Słowenia, Szwecja, We˛gry,
Wielka Brytania, Włochy
2010 216 873 Austria, Belgia, Bułgaria, Czechy, Dania, Islandia,
Estonia, Finlandia, Francja, Grecja, Hiszpania, Norwegia
Holandia, Irlandia, Litwa, Luksemburg, Łotwa,
Malta, Niemcy, Polska, Portugalia, Rumunia,
Słowacja, Słowenia, Szwecja, We˛gry,
Wielka Brytania, Włochy
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Dane Eurostatu zawieraja˛ dla poszczególnych lat tylko kilka obserwacji dotycza˛-
cych gospodarstw domowych o wysokich dochodach, co powoduje, z˙e nie moz˙na
poddac´ ich jakiemukolwiek opisowi statystycznemu. Zatem, aby dokonac´ analizy
gospodarstw domowych o wysokich dochodach wykorzystano dane magazynu
Forbes dotycza˛ce rankingu maja˛tków posiadanych przez najbogatszych ludzi na
s´wiecie – „The World’s Billionaires list” [112]. W zestawieniu tym zamieszczane
sa˛ osoby, których wartos´c´ maja˛tku w danym roku przekroczyła miliard dolarów.
Z listy tej wybrano tych, którzy przebywali w danym roku na terenie Unii Europej-
skiej i na tej podstawie utworzono rankingi najbogatszych Europejczyków w latach
2004–2010. Nalez˙y zaznaczyc´, z˙e nawet jes´li jakis´ kraj nie dostarczył danych do
EU–SILC dla wybranego roku to i tak został on uwzgle˛dniony przy tworzeniu
rankingu. W analizie wzie˛to równiez˙ pod uwage˛ osoby przebywaja˛ce na terenie Is-
landii i Norwegii, poniewaz˙ kraje te udoste˛pniaja˛ dane o dochodach gospodarstw
domowych na potrzeby badania EU–SILC.
Baza danych magazynu Forbes be˛dzie przekształcana i ła˛czona z baza˛ danych
EU–SILC dlatego tez˙ procedura tego ła˛czenia zostanie przedstawiona w rozdziale
4.2.
4.2 procedura ła˛czenia baz danych
Jak wspomniano wczes´niej dane EU–SILC zawieraja˛ niewielka˛ liczbe˛ obserwa-
cji dotycza˛cych gospodarstw domowych o wysokich dochodach. Aby moz˙liwa
była systematyczna analiza dochodów wszystkich trzech klas społecznych nale-
z˙ało utworzyc´ poszerzona˛ baze˛ danych zawieraja˛ca˛ informacje o gospodarstwach
domowych uzyskuja˛cych niskie, s´rednie i wysokie dochody. W tym celu poła˛czono
baze˛ EU–SILC i baze˛ magazynu Forbes. Procedura ła˛czenia baz danych przebiegała
naste˛puja˛co:
1. Najpierw oszacowano dochody uzyskiwane przez najbogatszych Europejczy-
ków. Aby dla konkretnej osoby z rankingu Forbesa uzyskac´ jej dochód w da-
nym roku, nalez˙ało obliczyc´ róz˙nice˛ mie˛dzy jej maja˛tkiem w tym roku i w roku
poprzednim. Inaczej mówia˛c, przyje˛to załoz˙enie, z˙e dochód najbogatszych
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jest proporcjonalny do róz˙nicy ich maja˛tku mie˛dzy dwoma kolejnymi latami.
Oczywis´cie w dalszej analizie uwzgle˛dniono tylko te osoby, dla których róz˙-
nica maja˛tków była dodatnia, zaniedbuja˛c tych którzy odnies´li straty, ba˛dz´
wartos´c´ ich maja˛tku nie uległa zmianie.
2. Wartos´c´ maja˛tku podawana jest przez redaktorów magazynu Forbes w dola-
rach amerykan´skich. Zatem, po obliczeniu wartos´ci uzyskiwanego dochodu
konieczne było jego przeliczenie na euro. Kurs wymiany4 dolara na euro dla
poszczególnych lat został wzie˛ty z tego samego dnia, dla którego dokonywali
przeliczen´ maja˛tków redaktorzy Forbesa (patrz tabela 4.2).
3. W kolejnym kroku, maja˛c tak przekształcone dane Forbesa, poła˛czono je wprost
z danymi EU–SILC. Na podstawie uzyskanej bazy danych o zwie˛kszonej
w ten sposób liczebnos´ci, zawieraja˛cej informacje o dochodach wszystkich
trzech klas społecznych, skonstruowano empiryczne dopełnienia dystrybuant
zgodnie z regułami opisanymi w rozdziale 3.2. Niestety, rozkłady te charak-
teryzowały sie˛ duz˙a˛ przerwa˛ (brakiem danych) pomie˛dzy gospodarstwami
domowymi uzyskuja˛cymi wysokie dochody – pochodza˛cymi z bazy danych
Eurostatu, a gospodarstwami domowymi uzyskuja˛cymi wysokie dochody –
pochodza˛cymi z bazy danych magazynu Forbes.
4. Zakładaja˛c, z˙e statystyki budowane na bazie dochodu (patrz rozdział 3.2) sa˛
cia˛gła˛ funkcja˛ tegoz˙ dochodu, usunie˛to wspomniana˛ przerwe˛. W tym celu
dochody gospodarstw domowych pochodza˛cych z rankingu Forbesa pomno-
z˙ono przez jednakowy czynnik proporcjonalnos´ci, który wyniósł 1.0× 10−2
dla wszystkich analizowanych lat. Pomnoz˙enie przez ten stały czynnik odpo-
wiada włas´ciwemu doborowi stałej proporcjonalnos´ci; koniecznos´c´ znalezie-
nia takiej stałej wynika z rozwaz˙an´ znajduja˛cych sie˛ w punkcie 1 (gdyz˙ róz˙-
nica maja˛tków nie stanowi bezpos´rednio dochodu, ale pomie˛dzy dochodem
a róz˙nica˛ maja˛tków istnieje proporcjonalnos´c´). Uzyskano zatem, empiryczne
dopełnienia dystrybuant dla lat 2004–2010 pozbawione jakichkolwiek przerw.
Zastosowana modyfikacja doprowadziła do niewielkiego przekrywania sie˛
4 Kursy wymiany walut zostały zaczerpnie˛te ze strony Europejskiego Banku Centralnego – http://www.ecb.int/
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(w obszarze wspólnym) danych empirycznych z obu baz (patrz rozdział 4.3,
rysunki 4.1 – 4.3), co potwierdza poprawnos´c´ zastosowanej procedury.
Zaproponowana przeze mnie procedura ła˛czenia baz danych jest jednym z klu-
czowych elementów niniejszej rozprawy doktorskiej. Doprowadziła ona do uzy-
skania wystarczaja˛cej liczby danych empirycznych dla wszystkich trzech klas
społecznych, tj. gospodarstw domowych uzyskuja˛cych niskie, s´rednie i wysokie
dochody. Było to moz˙liwe dzie˛ki odpowiedniemu zmodyfikowaniu danych doty-
cza˛cych wartos´ci maja˛tków najbogatszych Europejczyków i poła˛czeniu ich z da-
nymi o dochodach pochodza˛cymi z bazy EU–SILC. Chociaz˙ dane magazynu Forbes
stanowia˛ przybliz˙one oszacowanie maja˛tków posiadanych przez najbogatszych, to
pozwalaja˛ one dos´c´ dobrze ustalic´ ich hierarchie˛ wyraz˙ona˛ poprzez ranking docho-
dów. Fakt ten w wystarczaja˛cym stopniu uzasadnia zaproponowana˛ metode˛, gdyz˙
głównym jej celem jest zaliczenie gospodarstw domowych o wysokich dochodach
do konkretnej klasy uniwersalnos´ci (indeksowanej danym wykładnikiem Pareto),
a nie dokładne wyznaczenie wielkos´ci ich całkowitego dochodu.
Liczba obserwacji w analizowanej próbie, kurs wymiany wraz z data˛ oraz kraje
uwzgle˛dnione w poła˛czonej bazie danych zostały zamieszczone w tabeli 4.2.
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Tabela 4.2: Zbiorcze podsumowanie bazy danych powstałej z poła˛czenia danych EU–SILC i maga-
zynu Forbes.
Rok Liczba Kurs wymiany, Kraje
obserwacji data
2004 55 554 1 USD = 0.7981 EUR, EU–SILC 2004, plus:
(w tym 77 z Forbesa) 6 luty 2004 Francja, Hiszpania, Holandia,
Niemcy, Portugalia,
Wielka Brytania, Włochy
2005 138 664 1 USD = 0.7779 EUR, EU–SILC 2005, plus:
(w tym 71 z Forbesa) 11 luty 2005 Francja, Hiszpania, Włochy
2006 156 810 1 USD = 0.8412 EUR, EU–SILC 2006, plus:
(w tym 76 z Forbesa) 13 luty 2006 Francja, Portugalia, Włochy
2007 206 608 1 USD = 0.7688 EUR, EU–SILC 2007
(w tym 120 z Forbesa) 9 luty 2007
2008 209 115 1 USD = 0.6877 EUR, EU–SILC 2008, plus:
(w tym 98 z Forbesa) 11 luty 2008 Francja
2009 223 885 1 USD = 0.7798 EUR, EU–SILC 2009
(w tym 3 z Forbesa) 13 luty 2009
2010 216 983 1 USD = 0.7368 EUR, EU–SILC 2010
(w tym 110 z Forbesa) 12 luty 2010
4.3 empiryczne dopełnienia dystrybuant
Jednym z celów niniejszej rozprawy doktorskiej jest analiza empirycznych do-
pełnien´ dystrybuant rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii
Europejskiej. Rozkłady te skonstruowano zgodnie z regułami opisanymi w roz-
dziale 3.2 przy uz˙yciu bazy danych, której proces tworzenia został omówiony
w rozdziale 4.2.
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Empiryczne dopełnienia dystrybuant rocznych dochodów brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej zostały przedstawione (w skali logarytmicznej) na
rysunkach 4.1 – 4.3.
Rok 2004
100 1000 104 105 106 107 108
10-5
10-4
0.001
0.01
0.1
1
m
P
Hm
L
Rok 2005
100 1000 104 105 106 107 108
10-6
10-5
10-4
0.001
0.01
0.1
1
m
P
Hm
L
Rysunek 4.1: Empiryczne dopełnienia dystrybuant, Π(m), rocznych dochodów brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej, m, z lat 2004–2005. Punkty czerwone reprezentuja˛
dane empiryczne pochodza˛ce z badania EU–SILC a niebieskie dane empiryczne po-
chodza˛ce z magazynu Forbes. Widac´, z˙e dane z obszaru wspólnego dochodów prze-
krywaja˛ sie˛, jak byc´ powinno.
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Rysunek 4.2: Empiryczne dopełnienia dystrybuant, Π(m), rocznych dochodów brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej, m, z lat 2006–2008. Punkty czerwone reprezentuja˛
dane empiryczne pochodza˛ce z badania EU–SILC a niebieskie dane empiryczne po-
chodza˛ce z magazynu Forbes. Widac´ (podobnie jak dla lat 2004–2005), z˙e dane ze
wspólnego obszaru dochodów przekrywaja˛ sie˛.
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Rysunek 4.3: Empiryczne dopełnienia dystrybuant, Π(m), rocznych dochodów brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej, m, z lat 2009–2010. Punkty czerwone reprezentuja˛
dane empiryczne pochodza˛ce z badania EU–SILC a niebieskie dane empiryczne po-
chodza˛ce z magazynu Forbes. Widac´ (podobnie jak dla lat 2004–2008), z˙e dane ze
wspólnego obszaru dochodów przekrywaja˛ sie˛, jak byc´ powinno. Rok 2009 zawiera
wyja˛tkowo mało danych z magazynu Forbes – fakt ten jest omówiony w teks´cie.
Analizuja˛c powyz˙sze wykresy moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e dla roku 2009 istnieja˛ tylko
3 obserwacje dotycza˛ce gospodarstw domowych pochodza˛cych z bazy danych ma-
gazynu Forbes. Innymi słowy, w roku tym nie istnieja˛ gospodarstwa domowe uzy-
skuja˛ce wysokie dochody, czyli obserwuje sie˛ całkowity zanik klasy społecznej re-
prezentowanej przez te gospodarstwa. Ten niezwykle waz˙ny fakt zostanie szerzej
omówiony w rozdziale 4.4.
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4.4 analiza danych empirycznych
W naste˛pnych rozdziałach porównałem empiryczne dopełnienia dystrybuant, do-
tycza˛ce rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej,
z przewidywaniami modeli teoretycznych, tj. z prawem Boltzmanna–Gibbsa oraz
słabym prawem Pareto. Dzie˛ki wyznaczeniu parametrów tych modeli, zweryfi-
kowałem równiez˙ zaproponowany w niniejszej rozprawie doktorskiej, rozsze-
rzony model Yakovenko. Wykazałem przy tym, jak waz˙na˛ role˛ w analizie danych
o dochodach gospodarstw domowych, odgrywa wykorzystanie danych empirycz-
nych zawieraja˛cych informacje o dochodach wszystkich trzech klas społecznych.
Innymi słowy zauwaz˙yłem, z˙e uwzgle˛dnienie w badaniach gospodarstw domo-
wych o wysokich dochodach (poprzez odpowiednie poła˛czenie danych EU–SILC
i magazynu Forbes) ma istotny wpływ na otrzymane wyniki i czyni przedsta-
wiona˛ analize˛ pełniejsza˛.
Podobnie, jak w przypadku gospodarstw domowych w Polsce (patrz rozdział
3.3), wyznaczyłem przy pomocy analizy rankingu dochodów wartos´c´ wykładnika
Pareto dla gospodarstw domowych uzyskuja˛cych wysokie dochody.
Zastosowanie prawa Boltzmanna–Gibbsa
W pierwszej kolejnos´ci do empirycznych dopełnien´ dystrybuant dotycza˛cych
rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej dopa-
sowano dopełnienie dystrybuanty rozkładu wykładniczego wynikaja˛ce z prawa
Boltzmanna–Gibbsa:
Π(m) = exp
(
−
m
T
)
. (4.1)
Wyniki w skali logarytmicznej zostały przedstawione na rysunkach 4.4 – 4.65.
5 Wyste˛puja˛ce tutaj i na dalszych rysunkach oznaczenie sx jest odchyleniem standardowym zmiennej x. W celu
dopasowania krzywych posłuz˙ono sie˛ algorytmem Levenberga–Marquardta [98]. Dopełnienie dystrybuanty
rozkładu wykładniczego dopasowano do wszystkich danych empirycznych dotycza˛cych dochodów gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej.
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Rysunek 4.4: Dopasowanie dopełnienia dystrybuanty rozkładu wykładniczego (linia cia˛gła) do em-
pirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej (punkty) z lat 2004–2006. Moz˙na zauwaz˙yc´, z˙e dla roku 2005
i 2006 prawo Boltzmanna–Gibbsa dobrze opisuje gospodarstwa domowe o niskich do-
chodach. Na miniaturkach znajduja˛ sie˛ te same wykresy w skali półlogarytmicznej
w zakresach, dla których sprawdzamy czy dane empiryczne sa˛ wykładnicze.
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Rok 2009
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Rysunek 4.5: Dopasowanie dopełnienia dystrybuanty rozkładu wykładniczego (linia cia˛gła) do em-
pirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej (punkty) z lat 2007–2009. Moz˙na zauwaz˙yc´, z˙e prawo
Boltzmanna–Gibbsa dobrze opisuje gospodarstwa domowe o niskich dochodach. Na
miniaturkach znajduja˛ sie˛ te same wykresy w skali półlogarytmicznej w zakresach,
dla których sprawdzamy czy dane empiryczne sa˛ wykładnicze.
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Rok 2010
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Rysunek 4.6: Dopasowanie dopełnienia dystrybuanty rozkładu wykładniczego (linia cia˛gła) do em-
pirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej (punkty) z roku 2010. Moz˙na zauwaz˙yc´, z˙e prawo
Boltzmanna–Gibbsa dobrze opisuje gospodarstwa domowe o niskich dochodach, po-
dobnie jak dla lat 2005–2009. Na miniaturce znajduje sie˛ ten sam wykres w skali półlo-
garytmicznej w zakresach, dla których sprawdzamy czy dane empiryczne sa˛ wykład-
nicze.
Prawo Boltzmanna–Gibbsa dobrze opisuje gospodarstwa domowe o niskich do-
chodach w latach 2005–2010. Potwierdza to jego uniwersalnos´c´ w ekonomii, gdyz˙
prawo to nadaje sie˛ równiez˙ do opisu rocznych dochodów brutto (ang. adjusted
gross income) osób w Stanach Zjednoczonych [2, 37, 45, 46, 50, 51].
Analizuja˛c powyz˙sze wykresy moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e w przypadku gospodarstw
domowych o niskich dochodach empiryczne dopełnienia dystrybuant sa˛ nadzwy-
czaj stabilne i ich kształt nie zmienia sie˛ w kolejnych latach. Obserwacja ta prowadzi
do wniosku, z˙e uboga klasa społeczna znajduje sie˛, w sensie fizyki statystycznej,
w równowadze „termodynamicznej” [2], tj. w zasadzie z roku na rok nie ulega
zmianie (rozpie˛tos´c´ temperatury wynosi tutaj zaledwie 5%; patrz tabela 4.3).
Wartos´ci parametru T (ang. income temperature) dla poszczególnych dopasowan´
zostały zebrane w tabeli 4.36.
6 Błe˛dy parametrów T zostały zamieszczone w legendach na rysunkach 4.4 – 4.6. Z kolei, s´rednia˛ 〈x〉 oraz
rozpie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie uzyskanych wartos´ci parametru T .
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Tabela 4.3: Parametry T uzyskane z dopasowania dopełnienia dystrybuanty rozkładu wykładni-
czego do empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej z lat 2005–2010. W przedostatnim wierszu znaj-
duje sie˛ wartos´c´ s´rednia parametru T . Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e jego rozrzut wzgle˛dny
(rozpie˛tos´c´ wzgle˛dna) Rx wynosi 5%.
Rok T
2005 35 632
2006 35 320
2007 36 841
2008 34 904
2009 36 164
2010 35 201
〈x〉 35 677
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.05
W przypadku roku 2004 prawo Boltzmanna–Gibbsa nie nadaje sie˛ do opisu go-
spodarstw domowych uzyskuja˛cych niskie dochody. Jest to prawdopodobnie spo-
wodowane niekompletnos´cia˛ danych zbieranych na potrzeby badania EU–SILC. Ba-
danie to zostało rozpocze˛te w roku 2004 i wówczas tylko kilka krajów dostarczyło
dane o dochodach (patrz tabela 4.1 oraz [104]). Dlatego tez˙ w dalszych analizach
uwzgle˛dnione zostana˛ jedynie lata 2005–2010. Przypomnijmy, z˙e w przypadku
Polski gospodarstwa domowe o niskich dochodach opisywane sa˛ rozkładem log–
normalnym, co w sposób zasadniczy odróz˙nia ja˛ od Unii Europejskiej.
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Zastosowanie słabego prawa Pareto
Do s´rodkowych cze˛s´ci omawianych empirycznych dopełnien´ dystrybuant dopa-
sowano (patrz rys. 4.7 – 4.9) równiez˙ słabe prawo Pareto7
Π(m) ∼ (m/m0)
−α . (4.2)
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Rysunek 4.7: Dopasowanie słabego prawa Pareto (linia cia˛gła) do empirycznego dopełnienia dys-
trybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
(punkty) z roku 2005. Jak widac´, słabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa
domowe o s´rednich dochodach.
7 W celu dopasowania krzywych posłuz˙ono sie˛ algorytmem Levenberga–Marquardta [98]. Dopełnienie dystry-
buanty słabego prawa Pareto dopasowano do danych empirycznych dotycza˛cych s´rednich dochodów gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej. Wyboru podpróbki dokonano tak, aby do s´rodkowych cze˛s´ci analizo-
wanych rozkładów moz˙na było dopasowac´ prosta˛ w skali log-log. W tym celu nalez˙ało znalez´c´ odpowiedni
przedział dochodów. Przy wyborze podróbki, do której fitowano prosta˛ (w skali log-log) kierowano sie˛ mak-
symalizacja˛ wartos´ci R2.
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Rok 2008
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Rysunek 4.8: Dopasowanie słabego prawa Pareto (linia cia˛gła) do empirycznego dopełnienia dys-
trybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
(punkty) z lat 2006–2008. Słabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe
o s´rednich dochodach.
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Rok 2010
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Rysunek 4.9: Dopasowanie słabego prawa Pareto (linia cia˛gła) do empirycznego dopełnienia dys-
trybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
(punkty) z lat 2009–2010. Słabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe
o s´rednich dochodach. Raz jeszcze widzimy, z˙e dopełnienie dystrybuanty dochodów
z roku 2009 znacza˛co róz˙ni sie˛ od pozostałych.
Słabe prawo Pareto dobrze opisuje gospodarstwa domowe o s´rednich dochodach.
Wartos´ci wykładników Pareto dla poszczególnych lat zebrano w tabeli 4.48.
8 Błe˛dy wykładników zostały zamieszczone w legendach na rysunku 4.7 – 4.9. Z kolei, wartos´c´ s´rednia˛ 〈x〉 oraz
rozpie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie uzyskanych wartos´ci wykładników α.
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Tabela 4.4: Wartos´ci wykładników Pareto uzyskane z dopasowania słabego prawa Pareto do s´rod-
kowej cze˛s´ci empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów brutto go-
spodarstw domowych w Unii Europejskiej z lat 2005–2010. W przedostatnim wierszu
znajduje sie˛ wartos´c´ s´rednia wykładnika Pareto. Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e jego rozrzut
wzgle˛dny (wzgle˛dna rozpie˛tos´c´) Rx wynosi 14%.
Rok α
2005 2.907
2006 2.892
2007 2.735
2008 2.965
2009 2.974
2010 3.153
〈x〉 2.938
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.14
W przypadku gospodarstw domowych uzyskuja˛cych s´rednie dochody wykład-
nik Pareto ulega niewielkim zmianom w czasie. Oznacza to, z˙e poziom nierówno-
s´ci społecznych w ramach s´redniozamoz˙nej klasy społecznej jest praktycznie stały.
Niemniej, moz˙emy zauwaz˙yc´ pewne tendencje. W latach 2005–2007 wykładnik Pa-
reto malał, a zatem rosło rozwarstwienie społeczne ws´ród gospodarstw domowych
o s´rednich dochodach. Z kolei, po roku 2007 (pocza˛tek s´wiatowego kryzysu) ob-
serwujemy wzrost wykładnika Pareto, a co zatem idzie zmniejszenie nierównos´ci
społecznych.
Podobnie jak dla polskich gospodarstw domowych o s´rednich dochodach, słabe
prawo Pareto jest odpowiednie do zobrazowania europejskich gospodarstw domo-
wych o s´rednich dochodach, poniewaz˙ w tym wypadku zaczyna juz˙ odgrywac´ role˛
konkurencja rynkowa (patrz rozdział 3.3).
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Rankingi gospodarstw domowych o s´rednich i wysokich dochodach
W kolejnym kroku, poprzez analize˛ rankingu gospodarstw domowych, wyzna-
czono wykładnik Pareto dla gospodarstw domowych uzyskuja˛cych wysokie do-
chody (metoda ta została opisana w rozdziale 3.3). Wyznaczenie wykładnika Pareto
polegaja˛ce na dopasowaniu prostej do „ogonów” empirycznych dopełnien´ dystry-
buant w skali logarytmicznej jest równiez˙ moz˙liwe. Jednak sposób ten w przy-
padku danych dotycza˛cych Unii Europejskiej wymaga przeskalowania danych (po-
mnoz˙enia współrze˛dnych punktów przez czynnik rze˛du 103). W przeciwnym razie,
nie jestes´my w stanie otrzymac´ wartos´ci wykładnika Pareto ze wzgle˛dów nume-
rycznych. Przeskalowanie danych uniemoz˙liwia poprawne oszacowanie parame-
tru m0 pojawiaja˛cego sie˛ w słabym prawie Pareto. Zatem, nie jest równiez˙ moz˙liwe
wykonanie wykresu słabego prawa Pareto dla oszacowanych parametrów. Maja˛c
na uwadze powyz˙sze trudnos´ci, przy analizie wysokich dochodów gospodarstw
domowych wykorzystano rankingi – wykresy w skali logarytmicznej znajduja˛ sie˛
na rysunkach 4.10 – 4.119.
Dodatkowo na rysunkach tych zamieszczono dopasowanie prostej dla gospo-
darstw domowych o s´rednich dochodach, aby jeszcze raz potwierdzic´, z˙e analiza
rankingów stanowi podejs´cie równowaz˙ne (ale numerycznie alternatywne) w sto-
sunku do analizy dopełnien´ dystrybuant.
9 Na rysunkach 4.10 – 4.11 wielkos´ci Const oraz Const1 sa˛ stałymi pochodza˛cymi z dopasowania prostych
(w skali log–log). Dopasowuja˛c do danych empirycznych (dotycza˛cych s´rednich dochodów gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej) prosta˛ w skali log-log, wyboru podpóbki dokonano analogicznie jak w przy-
padku słabego prawa Pareto. Natomiast, w przypadku danych o wysokich dochodach gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej, wyboru podpróbki dokonano w oparciu o pierwsza˛ prostoliniowa˛ cze˛s´c´ rankingu
(w skali log-log). W tym celu znaleziono graniczny dochód (odpowiadaja˛cy okres´lonemu miejscu w rankingu),
poniz˙ej którego dane sa˛ odrzucane. Zatem dopasowanie przeprowadzono w zakresie danych – od pewnego
granicznego dochodu do dochodu najbogatszego gospodarstwa domowego doste˛pnego w próbie. Przy wybo-
rze podpróbek, do których fitowano proste (w skali log-log) kierowano sie˛ maksymalizacja˛ wartos´ci R2.
4.4 analiza danych empirycznych 103
Rok 2005
Αranking1=1.26; sΑranking1=0.01
Const1=19.43; sConst1=0.06
ΑPareto1=1/Αranking1=0.795; sΑPareto1
=0.009
Αranking=0.3655; sΑranking=0.0009
Const=14.676; sConst=0.006
ΑPareto=1/Αranking=2.736; sΑPareto
=0.007
1 10 100 1000 104 105
1
100
104
106
108
Ranga l
D
oc
ho
d
m
Rok 2006
Αranking1=1.16; sΑranking1=0.02
Const1=19.12; sConst1=0.08
ΑPareto1=1/Αranking1=0.86; sΑPareto1
=0.01
Αranking=0.3948; sΑranking=0.0009
Const=14.942; sConst=0.007
ΑPareto=1/Αranking=2.533; sΑPareto
=0.006
1 10 100 1000 104 105
0.1
10
1000
105
107
Ranga l
D
oc
ho
d
m
Rok 2007
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Rysunek 4.10: Ranking rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej –
lata 2005–2007. Czerwona linia stanowi dopasowanie prostej do wysokich dochodów
gospodarstw domowych (parametry αranking1, Const1, αPareto1) a niebieska linia
stanowi dopasowanie prostej do s´rednich dochodów gospodarstw domowych (para-
metry αranking, Const, αPareto).
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Rysunek 4.11: Ranking rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej –
lata 2008–2010. Czerwona linia stanowi dopasowanie prostej do wysokich dochodów
gospodarstw domowych (parametry αranking1, Const1, αPareto1) a niebieska linia
stanowi dopasowanie prostej do s´rednich dochodów gospodarstw domowych (para-
metry αranking, Const, αPareto).
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Gospodarstwa domowe o wysokich dochodach opisywane sa˛ w skali logaryt-
micznej prosta˛ o nachyleniu −αranking1. Zatem zgodnie z rozumowaniem przed-
stawionym w rozdziale 3.3, wykładnik Pareto moz˙emy wyznaczyc´ z zalez˙nos´ci
αPareto1 =
1
αranking1
. Wartos´ci wykładników Pareto (dla gospodarstw domowych
o wysokich dochodach) pochodza˛ce z poszczególnych dopasowan´ zostały zebrane
w tabeli 4.5. W tabeli tej umieszczono dla porównania wykładniki Pareto uzyskane
z dopasowania słabego prawa Pareto do „ogonów” empirycznych dopełnien´ dys-
trybuant dotycza˛cych rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii
Europejskiej.
Tabela 4.5: Porównanie wykładników Pareto (gospodarstwa domowe o wysokich dochodach) uzy-
skanych z analizy rankingów dochodów gospodarstw domowych z wykładnikami Pa-
reto uzyskanymi z dopasowania słabego prawa Pareto do empirycznego dopełnienia
dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
z lat 2005–2010. W przedostatnim wierszu znajduja˛ sie˛ wartos´ci s´rednie parametrów. Mo-
z˙emy zauwaz˙yc´, z˙e rozrzut wzgle˛dny (wzgle˛dna rozpie˛tos´c´) Rx wartos´ci wykładników
Pareto jest znacza˛cy. Wynika to, ze skokowego wzrostu wykładnika Pareto w roku 2009.
Rok αPareto1 (ranking) αPareto1 (dopełnienie dystrybuanty)
2005 0.795± 0.009 0.736± 0.009
2006 0.86± 0.01 0.80± 0.01
2007 0.79± 0.01 0.635± 0.009
2008 0.890± 0.007 0.95± 0.01
2009 2.608± 0.006 2.728± 0.006
2010 0.77± 0.01 0.652± 0.008
〈x〉 1.119± 0.009 1.083± 0.004
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 1.64± 0.02 1.93± 0.01
Otrzymane wartos´ci wykładnika Pareto sa˛ bliskie jednos´ci. Jest to zgodne z po-
dobnymi analizami dotycza˛cymi wysokich dochodów gospodarstw domowych w in-
nych krajach [2, 3, 5, 30, 44, 67, 102, 103]. Zatem moz˙na oczekiwac´, z˙e mechanizm
zdobywania wysokich dochodów przez gospodarstwa domowe Unii Europejskiej,
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opiera sie˛ na istnieniu konkurencji rynkowej (podobnie jak dla gospodarstw domo-
wych o s´rednich dochodach) [100], jednak w tym przypadku jednostki tworza˛ce go-
spodarstwa domowe sa˛ przewaz˙nie włas´cicielami konkuruja˛cych firm, przy czym
dochody tych firm opisywane sa˛ prawem Zipfa10 [88,91,92]. Model mikroskopowy
odtwarzaja˛cy słabe prawo Pareto z wykładnikiem α = 1, a wie˛c zbliz˙onym do
uzyskanego tutaj został omówiony w rozdziale 2.1.
Moz˙na zauwaz˙yc´, z˙e w roku 2009 wartos´c´ wykładnika Pareto jest znacza˛co róz˙na
od jednos´ci. Rok ten stanowi przypadek szczególny ze wzgle˛du na zniknie˛cie klasy
społecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o wysokich dochodach.
Fakt ten zostanie wyjas´niony i zinterpretowany w dalszej cze˛s´ci niniejszego roz-
działu.
Pozostałe uzyskane wartos´ci wykładnika Pareto sa˛ mniejsze od jednos´ci. W przy-
padku kiedy αPareto 6 1, momenty (pierwszy i wyz˙szych rze˛dów) ge˛stos´ci prawdo-
podobien´stwa opisuja˛cej słabe prawo Pareto sa˛ rozbiez˙ne. Zatem, jak wspomniano
w rozdziale 1.4, w takim przypadku nalez˙y uz˙ywac´ kwantyli (które sa˛ zawsze
skon´czone [87]).
Na podstawie rysunków 4.10 – 4.11 moz˙emy równiez˙ stwierdzic´, z˙e gospodar-
stwa domowe o s´rednich dochodach opisywane sa˛ w skali logarytmicznej prosta˛
o nachyleniu −αranking. Jak nalez˙ało oczekiwac´, odwrotnos´c´ αranking jest tutaj bar-
dzo zbliz˙ona do wyznaczonych wartos´ci wykładnika Pareto, αPareto, uzyskanych
w przypadku dopełnien´ dystrybuant rocznych dochodów brutto gospodarstw do-
mowych. Wskazuje to na zgodnos´c´ obu zastosowanych metod [90]. Porównanie
obu wykładników zamieszczono w tabeli 4.611.
10 Prawo Zipfa jest prawem Pareto z wykładnikiem α = 1.
11 Błe˛dy wykładników zostały zamieszczone w legendach na rysunkach 4.7 – 4.9 oraz 4.10 – 4.11. Z kolei, wartos´c´
s´rednia˛ 〈x〉 oraz rozpie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie uzyskanych wartos´ci wykładników αPareto.
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Tabela 4.6: Porównanie wykładników Pareto (dla gospodarstw domowych o s´rednich dochodach)
uzyskanych z analizy rankingów dochodów gospodarstw domowych z wykładnikami
Pareto uzyskanymi z dopasowania słabego prawa Pareto do empirycznego dopełnienia
dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
w latach 2005–2010. W przedostatnim wierszu znajduja˛ sie˛ wartos´ci s´rednie wykładni-
ków Pareto. Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e rozrzut wzgle˛dny (wzgle˛dna rozpie˛tos´c´) Rx wykład-
ników Pareto nie przekracza 21%.
Rok αPareto (ranking) αPareto (dopełnienie dystrybuanty)
2005 2.736 2.907
2006 2.533 2.892
2007 2.449 2.735
2008 2.772 2.965
2009 2.911 2.974
2010 3.017 3.153
〈x〉 2.736 2.938
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.21 0.14
Weryfikacja rozszerzonego modelu Yakovenko
Obecnie dokonam weryfikacji zaproponowanego przeze mnie rozszerzonego mo-
delu Yakovenko. W modelu tym uzyskujemy teoretyczne dopełnienie dystrybuanty
opisuja˛ce dochody wszystkich trzech klas społecznych tj. gospodarstw domowych
o niskich, s´rednich i wysokich dochodach, wła˛czaja˛c w to obszary przejs´ciowe po-
mie˛dzy tymi klasami. Przedstawione wyniki analizy danych empirycznych stano-
wia˛ jeden z kluczowych elementów niniejszej rozprawy doktorskiej.
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Rozszerzony model Yakovenko jest opisywany ge˛stos´cia˛ prawdopodobien´stwa
postaci (patrz rozdział 2.2 a tam wzór (2.37)):
P(m) =

C ′
exp
(
−
m0
T arctan
m
m0
)
[
1+
(
m
m0
)2]α+12 , dla m < m1,
C ′′
exp
(
−
m0
T1
arctan mm0
)
[
1+
(
m
m0
)2]α1+12 , dla m > m1.
(4.3)
Dla ge˛stos´ci prawdopodobien´stwa opisanej równaniem (4.3) nie moz˙na wyznaczyc´
dopełnienia dystrybuanty Π(m) w zamknie˛tej postaci analitycznej. Niemniej jed-
nak, wartos´ci tego rozkładu moz˙na obliczyc´ przy uz˙yciu metod numerycznych.
Zasadniczym problemem przy podejs´ciu numerycznym jest sposób, w jaki na-
lez˙y porównac´ tak skomplikowane teoretyczne dopełnienie dystrybuanty do da-
nych empirycznych. Zaproponowana przeze mnie procedura porównania składa
sie˛ z trzech etapów i polega na wyznaczeniu parametrów wyste˛puja˛cych w rów-
naniu (4.3) na podstawie oszacowan´ parametrów uzyskanych z dopasowania do
empirycznych dopełnien´ dystrybuant prawa Boltzmanna–Gibbsa, słabego prawa
Pareto oraz analizy rankingu gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
W pierwszym kroku nalez˙y oszacowac´ wartos´ci parametrów m0 i m1. Zgodnie
z tym, co powiedziano w rozdziale 1.5 parametr m0 moz˙na taktowac´ jako granice˛
mie˛dzy prawem Boltzmanna–Gibbsa a słabym prawem Pareto. Zatem jego wartos´c´
moz˙na oszacowac´ odczytuja˛c współrze˛dne punktu przecie˛cia dopełnienia dystry-
buanty rozkładu wykładniczego (prawo Boltzmanna–Gibbsa) z dopełnieniem dys-
trybuanty, pochodza˛cym ze słabego prawa Pareto (dla gospodarstw domowych
uzyskuja˛cych s´rednie dochody). Podobnie wyznacza sie˛ parametr m1, który trak-
tujemy jako graniczna˛ wartos´c´ dochodu pomie˛dzy gospodarstwami domowymi
o s´rednich i wysokich dochodach (patrz rozdział 2.2). Jego wartos´c´ szacujemy, od-
czytuja˛c współrze˛dne punktu przecie˛cia dwóch dopełnien´ dystrybuant, opisuja˛-
cych słabe prawo Pareto (odpowiednio dla gospodarstw domowych o s´rednich do-
chodach i gospodarstw domowych o wysokich dochodach)12. W tym przypadku,
12 Analizuja˛c rankingi gospodarstw domowych o wysokich dochodach zaznaczono, z˙e wykonanie wykresu sła-
bego prawa Pareto w przypadku tych gospodarstw nie jest moz˙liwe, ze wzgle˛du na niemoz˙nos´c´ poprawnego
oszacowania parametru m0 (parametr ten pochodzi ze słabego prawa Pareto i nie nalez˙y mylic´ go tutaj z pa-
rametrem m0 wyste˛puja˛cym w rozszerzonym modelu Yakovenko; przypomnijmy, z˙e w przypadku silnego
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współrze˛dna˛ tego punktu na osi odcie˛tych nalez˙y taktowac´ jako wartos´c´ wyjs´ciowa˛
(przybliz˙ona˛) przy poszukiwaniu najlepszego oszacowania parametrum1. Z reguły
wartos´c´ m1, jaka˛ nalez˙y wstawic´ do rozszerzonego modelu Yakovenko (aby otrzy-
mac´ poprawne dopasowanie) jest o około 100 000 Euro wie˛ksza (jest jeszcze o tym
mowa poniz˙ej).
W kolejnym kroku wyznacza sie˛ parametry T i T1. Wartos´c´ parametru T pojawia-
ja˛cego sie˛ w równaniu (4.3) uzyskujemy poprzez dopasowanie prawa Boltzmanna–
Gibbsa do empirycznego dopełnienia dystrybuanty dotycza˛cego rocznych docho-
dów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej (patrz rysunki 4.4 – 4.6).
Z kolei „temperatura” T1 wyraz˙a s´redni dochód gospodarstw domowych (patrz
rozdział 1.3), nalez˙a˛cych do grupy gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
Zatem zauwaz˙aja˛c, z˙e ten s´redni dochód nie moz˙e byc´ niz˙szy, niz˙ najniz˙szy dochód
gospodarstwa domowego z grupy gospodarstw domowych o wysokich dochodach
(czyli dochodach wie˛kszych, ba˛dz´ równych m1), wartos´c´ parametru T1 przyjmu-
jemy po prostu równa˛ wartos´ci parametru m1 (co zmniejsza liczbe˛ parametrów
swobodnych modelu).
W ostatnim kroku szacujemy wartos´ci parametrów α oraz α1. Parametr α uzy-
skujemy na podstawie dopasowania słabego prawa Pareto do s´rodkowej cze˛s´ci em-
pirycznego dopełnienia dystrybuanty, odpowiadaja˛cej gospodarstwom domowym
o s´rednich dochodach (rysunki 4.7 – 4.9). Z kolei, parametr α1 przyjmuje wartos´c´
wykładnika Pareto (αPareto1) uzyskanego na podstawie analizy rankingu gospo-
darstw domowych o wysokich dochodach (rysunki 4.10 – 4.11).
Dysponuja˛c teraz wszystkimi parametrami pojawiaja˛cymi sie˛ w rozszerzonym
modelu Yakovenko, porównano (na drodze numerycznej) teoretyczne dopełnienie
dystrybuanty z empirycznym dopełnieniem dystrybuanty dotycza˛cym rocznych
dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej. Moz˙liwos´c´ tego
prawa Pareto parametr m0 oznacza graniczna˛, najniz˙sza˛ wartos´c´ dochodu, jaka˛ moga˛ osia˛gac´ gospodarstwa
domowe, natomiast w słabym prawie Pareto jest on parametrem swobodnym i nie posiada interpretacji). Jed-
nak wartos´c´ parametru m0 moz˙na oszacowac´ dobieraja˛c jego wartos´c´ tak, aby otrzymany wykres słabego
prawa Pareto (dla wyznaczonego z rankingu wykładnika Pareto) pokrył sie˛ z „ogonem” empirycznego dopeł-
nienia dystrybuanty. Procedura ta jest wystarczaja˛ca do wyznaczenia punktu przecie˛cia słabego prawa Pareto
dla gospodarstw domowych o s´rednich dochodach ze słabym prawem Pareto dla gospodarstw domowych
o wysokich dochodach.
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typu porównania oznacza, z˙e w rozszerzonym modelu Yakovenko nie pozostały
juz˙ swobodne parametry, co dobrze s´wiadczy o jego jakos´ci. Wyniki porównania
zostały zamieszczone na rysunkach 4.12 – 4.13 (skala logarytmiczna)13.
13 Aby otrzymac´ lepsze dopasowania, w przypadku lat 2008 i 2010 nieznacznie zwie˛kszono wartos´c´ parametru T
otrzymanego z dopasowania prawa Boltzmanna–Gibbsa do empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych
dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej z roku 2008 oraz 2010. Błe˛dy parametrów
T , T1, m0 i m1 zostały oszacowane poprzez zmienianie wartos´ci tych parametrów i analizie poprawnos´ci
dopasowania otrzymanych w ten sposób teoretycznych dopełnien´ dystrybuant do dopełnien´ empirycznych.
Bła˛d wykładnika α został oszacowany poprzez dopasowanie do empirycznych dopełnien´ dystrybuant słabego
prawa Pareto dla gospodarstw domowych o s´rednich dochodach (rysunki 4.7 – 4.9), natomiast bła˛d wykładnika
α1 oszacowano na podstawie analizy rankingów gospodarstw domowych o wysokich dochodach (rysunki 4.10
– 4.11).
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Rysunek 4.12: Porównanie przewidywan´ rozszerzonego modelu Yakovenko (linia cia˛gła) z empi-
rycznym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej (punkty) z lat 2005–2007. Cienkie linie pionowe zaznaczaja˛
odpowiednio wartos´ci m0 oraz m1.
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Rok 2010
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Rysunek 4.13: Porównanie przewidywan´ rozszerzonego modelu Yakovenko (linia cia˛gła) z empi-
rycznym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej (punkty) z lat 2008–2010. Cienkie linie pionowe zaznaczaja˛
odpowiednio wartos´ci m0 oraz m1.
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Jak widac´, rozszerzony model Yakovenko dobrze opisuje empiryczne dopełnie-
nia dystrybuant dotycza˛ce rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej. Zatem, przy pomocy tego modelu moz˙emy opisac´ dochody
wszystkich trzech klas społecznych, tj. gospodarstw domowych o niskich, s´rednich
i wysokich dochodach. Tak dobra zgodnos´c´ z danymi empirycznymi została uzy-
skana dzie˛ki przyje˛ciu przede wszystkim naste˛puja˛cych załoz˙en´:
• rozszerzony model Yakovenko dopuszcza współistnienie procesu addytyw-
nego i multiplikatywnego przy jednoczesnym zróz˙nicowaniu dynamiki zmian
dochodu – w modelu tym przyjmuje sie˛, z˙e gospodarstwa domowe o niskich
i s´rednich dochodach bogaca˛ sie˛ (ba˛dz´ traca˛ dochody) inaczej niz˙ gospodar-
stwa domowe o wysokich dochodach (patrz rozdział 2.2; równanie (2.25) oraz
(2.26)),
• rozszerzony model Yakovenko spełnia warunek cia˛głos´ci ge˛stos´ci prawdopo-
dobien´stwa (rozdział 2.2; równanie (2.27)).
Wartos´ci parametrów dla poszczególnych porównan´ rozszerzonego modelu Yako-
venko zamieszczono w tabeli 4.714.
14 Błe˛dy parametrów zostały zamieszczone w legendach na rysunkach 4.12 – 4.13. Z kolei, wartos´c´ s´rednia˛ 〈x〉
oraz rozpie˛tos´c´ Rx moz˙na oszacowac´ na podstawie uzyskanych parametrów.
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Tabela 4.7: Parametry uzyskane z porównania rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycznym
dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii
Europejskiej z lat 2005–2010. W przedostatnim wierszu znajduja˛ sie˛ wartos´ci s´rednie
parametrów. Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e rozrzut wzgle˛dny parametrów T1, m1 oraz α1 jest
znacza˛cy. Wynika to, ze skokowego wzrostu wykładnika Pareto α1 w roku 2009, przy
jednoczesnym skokowym spadku wartos´ci parametrów T1 oraz m1.
Rok T m0 [EUR] α T1 m1 [EUR] α1
2005 36 000 155 000 2.907 430 000 430 000 0.795
2006 37 000 145 000 2.892 445 000 445 000 0.86
2007 37 000 160 000 2.735 480 000 480 000 0.79
2008 38 000 120 000 2.965 450 000 450 000 0.890
2009 37 000 145 000 2.974 290 000 290 000 2.608
2010 38 000 135 000 3.153 450 000 450 000 0.77
〈x〉 37 167 143 333 2.938 424 167 424 167 1.119
Rx =
xmax−xmin
〈x〉 0.05 0.28 0.14 0.45 0.45 1.64
Analizuja˛c wartos´ci parametrów zamieszczone w tabeli 4.7 moz˙emy stwierdzic´,
z˙e parametr T nieznacznie ros´nie w czasie, a zatem dla gospodarstw domowych
o niskich dochodach ros´nie s´redni dochód przypadaja˛cy na pojedyncze gospodar-
stwo domowe, co jest głównie spowodowane inflacja˛, a nie bogaceniem sie˛ tej grupy
społecznej.
Z kolei, parametr m0 oscyluje wokół wartos´ci 140 000 Euro. Wartos´c´ te˛ moz˙na
uznac´ za graniczna˛ wartos´c´ dochodu pomie˛dzy gospodarstwami domowymi o ni-
skich dochodach a gospodarstwami o s´rednich dochodach. Podobnie jest dla para-
metru m1, który dla lat 2005–2008 oraz 2010 oscyluje wokół wartos´ci 450 000 Euro,
oznaczaja˛cej graniczna˛ wartos´c´ dochodu pomie˛dzy gospodarstwami domowymi
o s´rednich dochodach a gospodarstwami o wysokich dochodach.
Analiza zmian wartos´ci parametru α (tabela 4.7) pozwala zauwaz˙yc´, z˙e dla lat
2005–2007 parametr ten ma tendencje˛ maleja˛ca˛, po czym po roku 2007 zaczyna
rosna˛c´. Oznacza to, z˙e w latach 2005–2007 rozwarstwienie społeczne, w ramach
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klasy społecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o s´rednich docho-
dach, rosło a naste˛pnie w latach 2008–2010 – malało. Z kolei, parametr α1 w latach
2005–2008 oraz 2010 zmieniał sie˛ stosunkowo nieznacznie. Innymi słowy, rozwar-
stwienie społeczne w ramach klasy społecznej reprezentowanej przez gospodar-
stwa domowe o wysokich dochodach pozostawało na niezmienionym, wysokim
poziomie (gdyz˙ α1 < 1).
W przypadku roku 2009 obserwujemy, z˙e wartos´ci parametrów T1, m1 oraz α1
róz˙nia˛ sie˛ znacza˛co wzgle˛dem pozostałych lat. W roku tym nasta˛pił skokowy spa-
dek wysokich dochodów gospodarstw domowych, a takz˙e skokowy spadek samej
liczby gospodarstw domowych uzyskuja˛cych wysokie dochody15. Jest to spowo-
dowane kryzysem ekonomicznym zapocza˛tkowanym w 2007 roku, którego apo-
geum nasta˛piło w roku 2008 (a zatem wpłyne˛ło na dochody uzyskane w roku
kolejnym, tj. 2009). Kryzys ten doprowadził do obniz˙enia granicznej wartos´ci do-
chodu pomie˛dzy gospodarstwami domowymi uzyskuja˛cymi s´rednie dochody a go-
spodarstwami domowymi uzyskuja˛cymi wysokie dochody. Przyczynił sie˛ równiez˙
do znacza˛cego zmniejszenia rozwarstwienia społecznego w ramach klasy społecz-
nej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o wysokich dochodach (w roku
2009 nasta˛pił znacza˛cy wzrost α1 do wartos´ci 2.608), czynia˛c ja˛, praktycznie rzecz
biora˛c, klasa˛ s´rednia˛. Moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e w roku 2009 klasa społeczna repre-
zentowana przez gospodarstwa domowe o wysokich dochodach w zasadzie nie
istnieje – tylko niewielka liczba gospodarstw domowych uzyskiwała w tym roku
wysokie dochody. Pozostałe gospodarstwa domowe, które dotychczas zaliczały sie˛
do tej klasy społecznej, uzyskiwały dochody o wiele niz˙sze a przez to zacze˛ły przy-
nalez˙ec´ do klasy społecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o s´red-
nich ba˛dz´ niskich dochodach. Nalez˙y jednak pamie˛tac´, z˙e w latach poza kryzysem,
kształt obserwowanych empirycznych dopełnien´ dystrybuant jest niezwykle sta-
bilny. Obserwujemy jedynie zmiane˛ liczby gospodarstw domowych nalez˙a˛cych do
okres´lonych klas społecznych, a struktura dochodów społeczen´stwa (jako całos´ci)
w zasadzie nie ulega zmianom.
15 Dla roku 2009 w bazie danych magazynu Forbes mamy tylko 3 obserwacje.
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4.5 dodatkowe uwagi
Poniz˙ej przedstawie˛ dodatkowe rozwaz˙ania wynikaja˛ce z analizy danych empi-
rycznych przeprowadzonej w rozdziale 4.4.
Równanie Langevina a ryzyko rynkowe
Zgodnos´c´ rozszerzonego modelu Yakovenko z danymi empirycznymi potwier-
dza moz˙liwos´c´ opisu rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii
Europejskiej przy pomocy dynamiki Langevina. Dynamika ta wyraz˙ona jest po-
przez nieliniowe, progowe równanie Langevina (równanie 1.2) ze współczynnikiem
dryfu A(m) okres´lonym zalez˙nos´cia˛ (2.25) oraz wariancja˛16 B(m), zdefiniowana˛
równaniem (2.26). Dla wartos´ci dochodu równej m1 mamy do czynienia ze sko-
kiem współczynnika proporcjonalnos´ci (wyste˛puja˛cego w wyraz˙eniu A(m)), który
zmienia sie˛ z a na a ′, przy czym a ′ < a (gdyz˙17: α1 < α; patrz tabela 4.7). Ozna-
cza to, z˙e dla m > m1 siła stochastyczna C(m)η(t) w równaniu (1.2) (pamie˛taja˛c,
z˙e: B(m) = C
2(m)
2 ) ma relatywnie wie˛kszy wpływ na dynamike˛ Langevina niz˙
siła oporu lepkiego −A(m). Inny słowy, jes´li wariancje˛ B(m), potraktujemy (jak
to sie˛ zwykle robi) jako miare˛ ryzyka [89], to moz˙emy powiedziec´, z˙e działalnos´c´
gospodarcza (w sensie aktywnos´ci ekonomicznej) gospodarstw domowych o wy-
sokich dochodach jest obarczona wyraz´nie wie˛kszym ryzykiem niz˙ działalnos´c´ go-
spodarstw domowych o niskich i s´rednich dochodach.
Rozszerzony model Yakovenko a procedura ła˛czenia baz danych
Nalez˙y zaznaczyc´, z˙e procedura ła˛czenia baz danych przedstawiona w rozdziale
4.2 wpłyne˛ła, zgodnie z oczekiwaniami, jedynie na zmiane˛ struktury dochodów
(a wie˛c i kształt empirycznych dopełnien´ dystrybuant) w ramach klasy społecznej
reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o wysokich dochodach. Natomiast,
nie miała ona wpływu na strukture˛ dochodów w przypadku klas społecznych re-
prezentowanych odpowiednio przez gospodarstwa domowe o niskich i s´rednich
dochodach.
16 Dokładniej rzecz biora˛c, jest to połowa wariancji (patrz równanie (1.28)), o ile wariancja ta istnieje.
17 Zgodnie z rozwaz˙aniami w rozdziale 2.2 nalez˙y pamie˛tac´, z˙e b = b ′ oraz α = ab + 1 i α1 =
a′
b + 1.
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Aby to pokazac´, porównałem rozszerzony model Yakovenko z empirycznym do-
pełnieniem dystrybuanty (dotycza˛cym rocznych dochodów brutto gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej) utworzonym tylko na podstawie danych Eurostatu
(badanie EU–SILC)18. Otrzymane wyniki porównałem z dopasowaniami rozszerzo-
nego modelu Yakovenko do empirycznych dopełnien´ dystrybuant zbudowanych
przy uz˙yciu poła˛czonych baz danych – EU–SILC i magazynu Forbes. Wszystko
to zamies´ciłem na rysunkach 4.14 – 4.16. Wartos´ci parametrów pochodza˛ce z obu
porównan´ umies´ciłem w tabelach 4.8 – 4.10.
18 Szczegółowe wyniki analizy danych EU–SILC niezbe˛dne do porównania rozszerzonego modelu Yakovenko
z danymi empirycznymi Eurostatu zostały zamieszczone w dodatku F.
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Rysunek 4.14: Porównanie, w skali log–log, rozszerzonego modelu Yakovenko (niebieska linia cia˛-
gła) z empirycznym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej (baza danych EU–SILC; małe kwadraty) oraz
porównanie rozszerzonego modelu Yakovenko (czerwona linia cia˛gła) z empirycz-
nym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej (poła˛czona baza danych EU–SILC i magazynu Forbes;
punkty) – lata 2005–2006. Niebieska i czerwona linia pionowa zaznaczaja˛ wartos´c´
m1, odpowiednio dla obu porównan´.
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Rysunek 4.15: Porównanie, w skali log–log, rozszerzonego modelu Yakovenko (niebieska linia cia˛-
gła) z empirycznym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej (baza danych EU–SILC; małe kwadraty) oraz
porównanie rozszerzonego modelu Yakovenko (czerwona linia cia˛gła) z empirycz-
nym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej (poła˛czona baza danych EU–SILC i magazynu Forbes;
punkty) – lata 2007–2008. Niebieska i czerwona linia pionowa zaznaczaja˛ wartos´c´
m1, odpowiednio dla obu porównan´.
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Rysunek 4.16: Porównanie, w skali log–log, rozszerzonego modelu Yakovenko (niebieska linia cia˛-
gła) z empirycznym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej (baza danych EU–SILC; małe kwadraty) oraz
porównanie rozszerzonego modelu Yakovenko (czerwona linia cia˛gła) z empirycz-
nym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej (poła˛czona baza danych EU–SILC i magazynu Forbes;
punkty) – lata 2009–2010. Niebieska i czerwona linia pionowa zaznaczaja˛ wartos´c´
m1, odpowiednio dla obu porównan´. W przypadku roku 2009 linie te pokrywaja˛ sie˛.
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Tabela 4.8: Parametry T i T1 uzyskane z porównania rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycz-
nym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej – baza danych EU–SILC, oraz parametry T i T1 uzyskane z porówna-
nia rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycznym dopełnieniem dystrybuanty rocz-
nych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej – poła˛czona baza
danych EU–SILC i magazynu Forbes z lat 2005–2010.
Baza danych Baza danych
EU–SILC EU–SILC+Forbes
Rok T T1 T T1
2005 36 000± 3000 390 000± 50 000 36 000± 3000 430 000± 50 000
2006 37 000± 3000 330 000± 50 000 37 000± 3000 445 000± 50 000
2007 37 000± 3000 325 000± 50 000 37 000± 3000 480 000± 50 000
2008 38 000± 3000 320 000± 50 000 38 000± 3000 450 000± 50 000
2009 37 000± 3000 290 000± 50 000 37 000± 3000 290 000± 50 000
2010 38 000± 3000 320 000± 50 000 38 000± 3000 450 000± 50 000
Tabela 4.9: Parametry m0 i m1 uzyskane z porównania rozszerzonego modelu Yakovenko z em-
pirycznym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej – baza danych EU–SILC, oraz parametry m0 i m1 uzyskane
z porównania rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycznym dopełnieniem dystry-
buanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej – poła˛-
czona baza danych EU–SILC i magazynu Forbes z lat 2005–2010.
Baza danych Baza danych
EU–SILC EU–SILC+Forbes
Rok m0 [EUR] m1 [EUR] m0 [EUR] m1 [EUR]
2005 160 000± 20 000 390 000± 50 000 155 000± 20 000 430 000± 50 000
2006 150 000± 20 000 330 000± 50 000 145 000± 20 000 445 000± 50 000
2007 160 000± 20 000 325 000± 50 000 160 000± 20 000 480 000± 50 000
2008 120 000± 20 000 320 000± 50 000 120 000± 20 000 450 000± 50 000
2009 145 000± 20 000 290 000± 50 000 145 000± 20 000 290 000± 50 000
2010 140 000± 20 000 320 000± 50 000 135 000± 20 000 450 000± 50 000
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Tabela 4.10: Wykładniki α i α1 uzyskane z porównania rozszerzonego modelu Yakovenko z empi-
rycznym dopełnieniem dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domo-
wych w Unii Europejskiej – baza danych EU–SILC, oraz wykładniki α i α1 uzyskane
z porównania rozszerzonego modelu Yakovenko z empirycznym dopełnieniem dys-
trybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej –
poła˛czona baza danych EU–SILC i magazynu Forbes z lat 2005–2010.
Baza danych Baza danych
EU–SILC EU–SILC+Forbes
Rok α α1 α α1
2005 3.216± 0.002 1.54± 0.02 2.907± 0.003 0.795± 0.009
2006 3.094± 0.003 2.15± 0.02 2.892± 0.004 0.86± 0.01
2007 3.057± 0.003 2.32± 0.01 2.735± 0.004 0.79± 0.01
2008 3.0632± 0.0005 2.13± 0.02 2.965± 0.001 0.890± 0.007
2009 2.979± 0.001 2.750± 0.005 2.974± 0.001 2.608± 0.006
2010 3.329± 0.001 2.43± 0.01 3.153± 0.002 0.77± 0.01
Analizuja˛c rysunki 4.14 – 4.16 oraz tabele 4.8 – 4.10 moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e nie-
zalez˙nie od tego czy rozszerzony model Yakovenko porównujemy z danymi empi-
rycznymi pochodza˛cymi z badania EU–SILC, czy z danymi empirycznymi powsta-
łymi z poła˛czenia baz EU–SILC i magazynu Forbes, parametry T , m0 oraz α róz˙nia˛
sie˛ tylko nieznacznie. Zatem, kształt empirycznego dopełnienia dystrybuanty opi-
suja˛cego niskie i s´rednie dochody gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
w obu przypadkach jest bardzo zbliz˙ony. Zmniejsza sie˛ natomiast wykładnik α1
dla ogona rozkładu, opisuja˛cego wysokie dochody gospodarstw domowych przy
jednoczesnym, nieznacznym rozszerzeniu zakresu empirycznego dopełnienia dys-
trybuanty odnosza˛cego sie˛ do s´rednich dochodów gospodarstw domowych (czyli
wartos´ci dochodów zawartych mie˛dzy m0 i m1).
Zatem, moz˙na powiedziec´, z˙e poła˛czenie bazy magazynu Forbes (zawieraja˛cej
dane o wysokich dochodach gospodarstw domowych) z baza˛ danych EU–SILC (za-
wieraja˛cej dane o dochodach wszystkich trzech klas społecznych, tj. gospodarstw
domowych uzyskuja˛cych niskie, s´rednie oraz wysokie dochody) wpływa tylko
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i wyła˛cznie na ogony analizowanych empirycznych dopełnien´ dystrybuant, czyli
na hierarchie˛ wysokich dochodów gospodarstw domowych. Zastosowana proce-
dura ła˛czenia baz danych (patrz rozdział 4.2), zgodnie z oczekiwaniami, zwie˛ksza
liczbe˛ obserwacji dotycza˛cych gospodarstw domowych o wysokich dochodach, nie
zmieniaja˛c struktury gospodarstw domowych o niskich i s´rednich dochodach19.
Nalez˙y podkres´lic´, z˙e uwzgle˛dnienie w analizie danych empirycznych gospo-
darstw domowych o wysokich dochodach (poprzez odpowiednie poła˛czenie da-
nych EU–SILC i magazynu Forbes) ma istotny wpływ na otrzymane wyniki
i czyni przedstawiona˛ analize˛ znacznie pełniejsza˛.
Analiza porównawcza klas społecznych a współczynnik Giniego
Korzystaja˛c z rozszerzonego modelu Yakovenko prowadza˛cego do ge˛stos´ci praw-
dopodobien´stwa danej wzorem (4.3), moz˙na wyznaczyc´ współczynnik wyraz˙a-
ja˛cy wzgle˛dna˛ liczebnos´c´ klasy społecznej reprezentowanej przez gospodarstwa
domowe o niskich dochodach w odniesieniu do klasy społecznej reprezentowanej
przez gospodarstwa domowe o s´rednich dochodach. Współczynnik ten dany jest
zalez˙nos´cia˛:
r1 =
Π(minit) −Π(m0)
Π(m0) −Π(m1)
, (4.4)
gdzie m0 i m1 sa˛ parametrami rozszerzonego modelu Yakovenko stanowia˛cymi
graniczne wartos´ci dochodu pomie˛dzy gospodarstwami domowymi, odpowiednio,
o niskich i s´rednich dochodach oraz s´rednich i wysokich, natomiast mint oznacza
najmniejsza˛ wartos´c´ dochodu gospodarstwa domowego, pojawiaja˛ca˛ sie˛ w danych
empirycznych.
Analogicznie moz˙na policzyc´ współczynnik wyraz˙aja˛cy wzgle˛dna˛ liczebnos´c´ kla-
sy społecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe o s´rednich dochodach
w odniesieniu do klasy społecznej reprezentowanej przez gospodarstwa domowe
o wysokich dochodach. Zatem:
r2 =
Π(m0) −Π(m1)
Π(m1)
. (4.5)
Wartos´ci współczynników r1 i r2 zostały zamieszczone w tabeli 4.11.
19 Dodatkowe uwagi na temat procedury ła˛czenia baz danych znajduja˛ sie˛ w dodatku G.
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Tabela 4.11: Współczynniki r1, r2 oraz współczynnik Giniego (G) obliczone dla rocznych dochodów
brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej – lata 2005–2010.
Rok r1 r2 G [%]
2005 85.50 9.50 56.19
2006 63.25 13.01 54.34
2007 78.70 11.40 54.76
2008 37.79 22.33 54.94
2009 70.40 7.02 49.17
2010 54.91 16.86 55.42
Wartos´ci współczynników r1 i r2 informuja˛ o wzgle˛dnej liczbie gospodarstw
domowych nalez˙a˛cych do kolejnych klas społecznych. Wzrost współczynnika r1,
przy jednoczesnym spadku współczynnika r2 oznacza, z˙e w społeczen´stwie ma-
leje liczba gospodarstw domowych o s´rednich dochodach. Cze˛s´c´ z tych gospo-
darstw (w stosunku do roku poprzedniego) zaczyna uzyskiwac´ niskie ba˛dz´ wy-
sokie dochody. Z kolei, spadek współczynnika r1, przy jednoczesnym wzros´cie
współczynnika r2 oznacza, z˙e w społeczen´stwie wzrasta liczba gospodarstw do-
mowych o s´rednich dochodach. Innymi słowy, cze˛s´c´ z gospodarstw domowych
o wysokich i niskich dochodach zaczyna uzyskiwac´ s´rednie dochody. Gdy ma miej-
sce wzrost obu współczynników wówczas wzrasta liczba gospodarstw domowych
o niskich dochodach, maleje liczba gospodarstw domowych o wysokich docho-
dach a liczba gospodarstw o s´rednich dochodach pozostaje stała. Zatem, wzrost
liczby gospodarstw domowych o niskich dochodach naste˛puje kosztem klasy go-
spodarstw domowych o wysokich dochodach. Wreszcie, malenie obu współczyn-
ników oznacza spadek liczebnos´ci gospodarstw domowych o niskich dochodach
i wzrost liczebnos´ci gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
Analizuja˛c tabele˛ 4.11 moz˙emy stwierdzic´, z˙e liczba gospodarstw domowych
o s´rednich dochodach w kolejnych latach podlega naprzemiennym zmianom – raz
wzrasta, a raz maleje. Przy czym, w roku 2009 nasta˛pił najwie˛kszy wzgle˛dny spa-
dek liczby gospodarstw domowych uzyskuja˛cych s´rednie dochody.
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Przedstawiona analiza cechuje˛ sie˛ wie˛ksza˛ wraz˙liwos´cia˛ na zmiany w struktu-
rze dochodów uzyskiwanych przez wszystkie trzy klasy społeczne, niz˙ stosowany
zwyczajowo współczynnik Giniego (G)20 [113–117] (patrz tabela 4.11). Współczyn-
nik ten róz˙ni sie˛ znacza˛co tylko dla roku 2009, kiedy to w wyniku kryzysu finanso-
wego nasta˛piła znacza˛ca zmiana struktury rocznych dochodów (a wie˛c i empirycz-
nych dopełnien´ dystrybuant) uzyskiwanych przez gospodarstwa domowe w Unii
Europejskiej. Niz˙sza wartos´c´ współczynnika Giniego (tutaj G=49.17) oznacza, z˙e
w roku 2009 zmniejszyło sie˛ rozwarstwienie dochodów wyste˛puja˛ce w ramach
społeczen´stwa Unii Europejskiej. Zgadza sie˛ to dobrze z wczes´niejsza˛ obserwacja˛
o degradacji w 2009 roku klasy gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
Struktura procentowa dochodów gospodarstw domowych w Unii Europejskiej
Jako uzupełnienie rozwaz˙an´ dotycza˛cych wzgle˛dnych liczebnos´ci klas społecz-
nych r1 i r2, wyznaczyłem podział procentowy rocznych dochodów brutto gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej. Wyniki zamies´ciłem w tabeli 4.12.
Tabela 4.12: Struktura procentowa rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Eu-
ropejskiej – lata 2005–2010.
Rok Wzgle˛dna liczba Wzgle˛dna liczba Wzgle˛dna liczba
gospodarstw gospodarstw gospodarstw
domowych domowych domowych
o niskich dochodach o s´rednich dochodach o wysokich dochodach
Π(minit)−Π(m0) Π(m0)−Π(m1) Π(m1)
2005 98.72% 1.15% 0.13%
2006 98.33% 1.55% 0.12%
2007 98.64% 1.25% 0.11%
2008 97.31% 2.57% 0.12%
2009 98.40% 1.40% 0.20%
2010 98.11% 1.79% 0.10%
20 Współczynnik Giniego został omówiony w dodatku H.
126 analiza rocznych dochodów gospodarstw domowych w unii europejskiej
Na podstawie informacji zawartych w tabeli 4.12 moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e gospo-
darstwa domowe o s´rednich i wysokich dochodach stanowia˛ zaledwie ok. 1− 3%
wszystkich gospodarstw domowych w Unii Europejskiej. Jak widac´, w roku 2008
nasta˛pił znacza˛cy wzrost wzgle˛dnej liczby gospodarstw domowych o s´rednich do-
chodach. Jest to zwia˛zane z rozszerzeniem sie˛ dla tego roku (patrz tabela 4.7) za-
kresu empirycznego dopełnienia dystrybuanty odnosza˛cego sie˛ do s´rednich do-
chodów gospodarstw domowych (czyli wartos´ci dochodów zawartych mie˛dzy m0
i m1). Z kolei, dla roku 2009 wzgle˛dna liczba gospodarstw domowych o wysokich
dochodach jest najwie˛ksza. Przyczyna˛ tego nie jest wzrost liczby tych gospodarstw
domowych w roku 2009, a jedynie skokowy spadek wartos´ci m1 (spowodowany
degradacja˛ klasy gospodarstw domowych o wysokich dochodach; patrz tabela 4.7).
Przez to znacza˛cemu poszerzeniu uległ zakres empirycznego dopełnienia dystry-
buanty odnosza˛cego sie˛ do wysokich dochodów gospodarstw domowych (czyli
wartos´ci dochodów wie˛kszych niz˙ m1).
Znaja˛c całkowita˛ liczbe˛ gospodarstw domowych w Unii Europejskiej, przy uz˙y-
ciu powyz˙szej struktury procentowej (wyznaczonej za pomoca˛ rozszerzonego mo-
delu Yakovenko), moz˙na oszacowac´ liczbe˛ gospodarstw domowych uzyskuja˛cych
odpowiednio niskie, s´rednie i wysokie dochody.
4.6 podsumowanie rozdziału
W niniejszym rozdziale dokonano analizy empirycznych dopełnien´ dystrybuant
dotycza˛cych rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europej-
skiej w latach 2005–2010. Okazało sie˛, z˙e moga˛ one byc´ dobrze opisywane dopełnie-
niem dystrybuanty rozkładu wykładniczego (prawo Boltzmanna–Gibbsa) w przy-
padku gospodarstw domowych o niskich dochodach, jak równiez˙ słabym prawem
Pareto dla gospodarstw uzyskuja˛cych s´rednie i wysokie dochody. Ws´ród rozwa-
z˙anych modeli najbardziej obiecuja˛ce wyniki otrzymano dla rozszerzonego mo-
delu Yakovenko. W modelu tym uzyskujemy teoretyczne dopełnienie dystry-
buanty opisuja˛ce dochody wszystkich trzech klas społecznych tj. gospodarstw
domowych o niskich, s´rednich i wysokich dochodach, wła˛czaja˛c w to obszary
przejs´ciowe pomie˛dzy tymi klasami.
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Tak szczegółowa analiza danych empirycznych była moz˙liwa głównie dzie˛ki za-
proponowanej w pracy procedurze ła˛czenia baz danych pochodza˛cych z dwóch
róz˙nych z´ródeł, tj. badan´ EU–SILC i magazynu Forbes. Doprowadziła ona do uzy-
skania wystarczaja˛cej liczby danych empirycznych dla wszystkich trzech klas spo-
łecznych, tj. gospodarstw domowych uzyskuja˛cych niskie, s´rednie i wysokie do-
chody.
Wyznaczone parametry pochodza˛ce z róz˙nych modeli, a w szczególnos´ci z roz-
szerzonego modelu Yakovenko, moga˛ stanowic´ wskaz´niki kryzysu. Kryzys nie
wpływa na gospodarstwa domowe o niskich dochodach (parametry prawa Boltz-
manna–Gibbsa praktycznie nie zmieniaja˛ sie˛), natomiast prowadzi do mniejszego
rozwarstwienia społecznego ws´ród gospodarstw domowych o s´rednich i wysokich
dochodach (oba wykładniki Pareto wyraz´nie rosna˛). Warto jednak zauwaz˙yc´, z˙e
w przypadku gospodarstw domowych o wysokich dochodach wykładnik Pareto
doznaje wre˛cz skokowego wzrostu co oznacza, z˙e skutki finansowe kryzysu dla naj-
bogatszych obywateli społeczen´stwa Unii Europejskiej były nadzwyczaj dotkliwe.
Jednak w celu wysnucia dalszych wniosków (zwłaszcza dotycza˛cych uniwersal-
nego charakteru uzyskanych wyników) niezbe˛dne sa˛ dodatkowe badania, polega-
ja˛ce przede wszystkim na przeprowadzeniu porównan´ z wczes´niejszymi kryzy-
sami.
Z kolei, klasa społeczna reprezentowana przez gospodarstwa domowe o niskich
dochodach wydaje sie˛ zaskakuja˛co stabilna. Jej dochody nie ulegaja˛ znacza˛cym
zmianom w wyniku kryzysu. Zatem parametry rozkładów opisuja˛cych niskie do-
chody gospodarstw domowych nie moga˛ byc´ indykatorami kryzysu. Jak sie˛ wy-
daje, tylko analiza s´rednich i wysokich dochodów gospodarstw domowych moz˙e
dac´ odpowiedz´ na pytanie czy nadchodzi kryzys.
Reasumuja˛c, roczne dochody brutto gospodarstw domowych Unii Europejskiej
moga˛ byc´ opisane w całym zakresie za pomoca˛ rozszerzonego modelu Yakovenko,
obejmuja˛cego wszystkie klasy społeczne. Z kolei, dochody kaz˙dej klasy społecznej
z osobna, moga˛ byc´ równiez˙ modelowane przy pomocy rozkładów:
• dopełnienia dystrybuanty rozkładu wykładniczego, w przypadku gospodarstw
domowych o niskich dochodach (stanowia˛cych około 98% całego społeczen´-
stwa; patrz tabela 4.12),
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• dopełnienia dystrybuanty rozkładu Pareto z wykładnikiem około 3, w przy-
padku gospodarstw domowych o s´rednich dochodach,
• dopełnienia dystrybuanty rozkładu Pareto z wykładnikiem około 1, w przy-
padku gospodarstw domowych o wysokich dochodach.
Nalez˙y podkres´lic´, z˙e w analizie empirycznych dopełnien´ dystrybuant wyko-
rzystałem dwa zasadnicze podejs´cia. Jedno dotyczy bła˛dzen´ losowych i pokazuje
jaki mechanizm jest odpowiedzialny za pojawienie sie˛ prawa Pareto w przypadku
gospodarstw domowych o wysokich dochodach. Drugie oparte na dynamice sto-
chastycznej jest podejs´ciem uniwersalnym w takim sensie, z˙e przy jego pomocy
opisałem dochody wszystkich klas społecznych.
Z A K O N´ C Z E N I E
„A rich man is nothing but a poor man with money.”
WILLIAM CLAUDE FIELDS
Tematyka, która˛ podja˛łem w niniejszej rozprawie doktorskiej stanowi aktywny
obszar badan´ w dziedzinie ekonofizyki. Ich głównym celem jest pogłe˛bione zrozu-
mienie, a w tym opis ilos´ciowy, mechanizmów uzyskiwania dochodów i bogacenia
sie˛ lub uboz˙enia zarówno ludnos´ci Polski jak i Unii Europejskiej. Jest to niezwy-
kle waz˙ny cel, którego osia˛gnie˛cie pocia˛ga za soba˛ moz˙liwos´c´ okres´lenia s´ciez˙ek
rozwojowych Unii Europejskiej a w tym Polski.
Wkład niniejszej rozprawy do rozwoju wiedzy – modele dynamiki dochodów
W ramach przeprowadzonych rozwaz˙an´ i analiz wykorzystałem dwa zasadnicze
podejs´cia. Jedno oparte jest na dynamice stochastycznej a drugie dotyczy bła˛dzen´
losowych.
Stosuja˛c pierwsze podejs´cie udało mi sie˛ skonstruowac´ model (nazwany przeze
mnie rozszerzonym modelem Yakovenko) oparty na dynamice stochastycznej, opi-
suja˛cy dochody wszystkich trzech klas społecznych, tj. gospodarstw domowych
o niskich, s´rednich i wysokich dochodach (patrz rozdział 2.2 oraz rozdział 4.4). We-
dług mojej wiedzy jest to pierwszy model, be˛da˛cy w stanie opisac´ dynamike˛ zmian
dochodu wszystkich trzech klas społecznych a wie˛c całego społeczen´stwa trakto-
wanego jako jeden organizm. Dobra zgodnos´c´ modelu z danymi empirycznymi
została uzyskana dzie˛ki przyje˛ciu naste˛puja˛cych załoz˙en´:
• po pierwsze, rozszerzony model Yakovenko dopuszcza współistnienie pro-
cesu addytywnego i multiplikatywnego przy jednoczesnym zróz˙nicowaniu
dynamiki zmian dochodu – w modelu tym przyjmuje sie˛, z˙e gospodarstwa
domowe o niskich i s´rednich dochodach bogaca˛ sie˛ (ba˛dz´ traca˛ dochody) ina-
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czej niz˙ gospodarstwa domowe o wysokich dochodach (patrz rozdział 2.2,
równanie (2.25) oraz (2.26)),
• po drugie, rozszerzony model Yakovenko spełnia warunek cia˛głos´ci ge˛stos´ci
prawdopodobien´stwa (rozdział 2.2, równanie (2.27)).
W ramach drugiego podejs´cia zaproponowałem w pracy (patrz rozdział 2.1) mo-
del bła˛dzenia losowego, który opisuje moz˙liwy mechanizm bogacenia sie˛ gospo-
darstw domowych o wysokich dochodach prowadza˛cy do słabego prawa Pareto,
a wie˛c prawa które dobrze opisuje dochody tej grupy gospodarstw domowych
(patrz rozdział 3.3 oraz rozdział 4.4).
Wkład niniejszej rozprawy do rozwoju wiedzy – analiza danych empirycznych
W ramach niniejszej rozprawy doktorskiej dokonałem (według mojego rozezna-
nia) najszerszej z dotychczas przeprowadzonych analiz danych empirycznych do-
tycza˛cych rocznych dochodów rozporza˛dzalnych gospodarstw domowych w Pol-
sce oraz rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej.
Analiza ta polegała w głównej mierze na weryfikacji omówionych w pracy mo-
deli, tj. Prawa Efektów Proporcjonalnych (rozdział 1.6), prawa Boltzmanna–Gibbsa
(rozdział 1.3), słabego prawa Pareto (rozdział 1.4), uogólnionego modelu Lotka–
Volterra (rozdział 1.7) oraz, zaproponowanego przeze mnie, rozszerzonego modelu
Yakovenko (rozdział 2.2). Dopiero rozszerzony model Yakovenko pozwala opisac´
dochody wszystkich klas społecznych; pozostałe z istnieja˛cych (wymienionych) mo-
deli opisuja˛ jedynie dochody pojedynczych klas. W tabeli poniz˙ej znajduja˛ sie˛ infor-
macje, przy pomocy jakich modeli moga˛ byc´ opisywane dochody klas społecznych
zarówno w Polsce jak i Unii Europejskiej (patrz rozdział 3.3 oraz rozdział 4.4).
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Tabela : Modele opisuja˛ce dochody gospodarstw domowych w Polsce i Unii Europejskiej.
Gospodarstwa Polska Unia
domowe Europejska
o niskich Prawo Efektów Proporcjonalnych, Prawo Boltzmanna–Gibbsa,
dochodach uogólniony model Lotka–Volterra rozszerzony model Yakovenko
o s´rednich Słabe prawo Pareto, Słabe prawo Pareto,
dochodach uogólniony model Lotka–Volterra rozszerzony model Yakovenko
o wysokich Słabe prawo Pareto Słabe prawo Pareto,
dochodach rozszerzony model Yakovenko
Nalez˙y podkres´lic´, z˙e skonstruowanie i weryfikacja rozszerzonego modelu Yako-
venko były moz˙liwe, dzie˛ki zaproponowaniu przeze mnie procedury ła˛czenia baz
danych. Procedura ta doprowadziła do uzyskania wystarczaja˛cej liczby danych
o dochodach wszystkich trzech klas społecznych Unii Europejskiej (patrz rozdział
4.2 oraz dodatek G).
Istotnym wynikiem niniejszej rozprawy doktorskiej jest zauwaz˙enie, z˙e wyzna-
czone parametry pochodza˛ce z dopasowan´ rozwaz˙anych w pracy modeli teore-
tycznych do danych empirycznych, moga˛ stanowic´ wskaz´niki kryzysu. Mianowi-
cie, moje badania pokazuja˛, z˙e kryzys nie wpływa na gospodarstwa domowe o ni-
skich dochodach zarówno w przypadku Polski jak i Unii Europejskiej (parametry
Prawa Efektów Proporcjonalnych oraz prawa Boltzmanna–Gibbsa praktycznie nie
zmieniaja˛ sie˛). Prowadzi on natomiast do mniejszego rozwarstwienia społecznego
ws´ród gospodarstw domowych o s´rednich dochodach (wykładniki Pareto wyraz´-
nie rosna˛). Na szczególna˛ uwage˛ zasługuje fakt, z˙e kryzys nie wpłyna˛ł negatywnie
na polskie gospodarstwa domowe o wysokich dochodach (wykładnik Pareto ule-
gał niewielkim wahaniom). Był on jednak nadzwyczaj dotkliwy dla europejskich
gospodarstw domowych o wysokich dochodach (skokowy wzrost wykładnika Pa-
reto), powoduja˛c w praktyce zniknie˛cie w roku 2009 klasy społecznej reprezento-
wanej przez te gospodarstwa domowe.
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Otwarte problemy badawcze
Choc´ przedstawiona przeze mnie analiza danych empirycznych ma charakter
pogłe˛biony to jednak nadal pozostaja˛ otwarte naste˛puja˛ce problemy badawcze:
• skonstruowanie modelu opisuja˛cego dochody wszystkich trzech klas społecz-
nych w Polsce, tj. gospodarstw domowych o niskich, s´rednich i wysokich
dochodach,
• opracowanie procedury ła˛czenia baz danych (np. danych o dochodach pocho-
dza˛cych od Głównego Urze˛du Statystycznego i danych o zamoz˙nos´ci najbo-
gatszych Polaków magazynu Wprost), dzie˛ki której moz˙liwe byłoby uzyska-
nie wystarczaja˛cej liczby danych o dochodach wszystkich trzech klas społecz-
nych w Polsce,
• przeprowadzenie analizy porównawczej dochodów gospodarstw domowych
Unii Europejskiej oraz Stanów Zjednoczonych.
Perspektywy wykorzystania wyników badan´
Otrzymane rezultaty przyczynia˛ sie˛ do lepszego zrozumienia mechanizmów bo-
gacenia sie˛ gospodarstw domowych, klas społecznych oraz całych społeczen´stw.
Ponadto, otwiera sie˛ moz˙liwos´c´ precyzyjnej klasyfikacji dochodowos´ci gospodarstw
domowych, tzn. okres´lenia czy dane gospodarstwo domowe zalicza sie˛ do ubogiej,
s´redniozamoz˙nej ba˛dz´ najbogatszej klasy społecznej. Wartos´ci parametrów uzy-
skane z porównan´ danych empirycznych z modelami teoretycznymi moga˛ posłu-
z˙yc´ do zdefiniowania bardziej zaawansowanych wskaz´ników charakteryzuja˛cych
nierównos´ci społeczne. Choc´ w naukach ekonomicznych do pomiaru nierównos´ci
społecznych stosuje sie˛ współczynnik Giniego, to jednak zaproponowana przeze
mnie analiza oprócz potencjalnych wskaz´ników nierównos´ci społecznych oferuje
równiez˙ cenne podejs´cie teoretyczne na poziome mikroskopowej dynamiki zmian
dochodu poszczególnych gospodarstw domowych.
Uzyskane wyniki moga˛ posłuz˙yc´ do skonstruowania efektywnej polityki spo-
łecznej maja˛cej na celu redukcje˛ nierównos´ci społecznych głównie poprzez budo-
wanie odpowiednich systemów podatkowych i emerytalnych. Be˛da˛ one równiez˙
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pomocne w analizie kształtowania sie˛ dochodów społeczen´stw w czasie recesji, jak
tez˙ w okresie rozwoju gospodarczego.
Podsumowuja˛c powyz˙sza˛ dyskusje˛ wyników, moge˛ powiedziec´, z˙e główne
cele niniejszej rozprawy doktorskiej zostały osia˛gnie˛te.

A
W Ł A S N O S´ C I Z M I E N N Y C H L O S O W Y C H Z R O Z K Ł A D U
PA R E T O
Badaniem własnos´ci słabego rozkładu Pareto (wzór (1.61)) zajmował sie˛ m.in.
Benoit Mandelbrot. Podał on kluczowe cechy zmiennych pochodza˛cych z takiego
rozkładu [6, 12].
Pierwsza, istotna własnos´c´ mówi, iz˙ rozkład Pareto (tutaj dla wykładnika 1 <
α < 2) jest rozkładem stabilnym tzn., z˙e zmienna losowa be˛da˛ca suma˛ zmiennych
losowych pochodza˛cych z rozkładu Pareto sama podlega rozkładowi Pareto o tym
samym wykładniku1. Nalez˙y wspomniec´, z˙e choc´ powyz˙sza˛ ceche˛ posiadaja˛ rów-
niez˙ zmienne pochodza˛ce z rozkładu Gaussa, to jednak dla rozkładu Pareto ma
miejsce zasadnicza róz˙nica – rozwaz˙ane zmienne charakteryzuja˛ sie˛ nieskon´czona˛
wariancja˛ (co nie ma miejsca w przypadku rozkładu Gaussa) [5, 6, 82].
Kolejna własnos´c´ zmiennych losowych pochodza˛cych ze słabego rozkładu Pareto
zwia˛zana jest z idea˛ rozkładów mieszanych (ang. Weighted Mixture [12]). Załóz˙my,
z˙e nie wiemy nic o rozkładach, jakim podlegaja˛ dane o dochodach. Wówczas mogli-
bys´my przypuszczac´, z˙e dane te zostały uzyskane na „chybił trafił” z kilku róz˙nych,
bazowych rozkładów. W konsekwencji, rozkład opisuja˛cy obserwowane wartos´ci
dochodów byłby (waz˙ona˛) kombinacja˛ rozkładów bazowych.
Rozwaz˙my N niezalez˙nych zmiennych losowych Un podlegaja˛cych rozkładowi
opisanemu słabym prawem Pareto o wykładniku α:
Pr(Un > m) ∼ Cnm−α, dla duz˙ychm, (A.1)
1 Dowód został przedstawiony w dodatku B.
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gdzie Pr(Un > m) jest dopełnieniem dystrybuanty słabego prawa Pareto, a współ-
czynnik Cn oznacza czynnik skaluja˛cy zwia˛zany z wymiarem zmiennej (w ogólno-
s´ci) róz˙ny dla róz˙nych zmiennych Un, n = 1, 2, . . . ,N.
Niech zmienna losowa UW be˛dzie s´rednia˛ waz˙ona˛ zmiennych Un z wagami pn
(UW =
∑N
n=1 pnUn, gdzie
∑N
n=1 pn = 1). Wówczas rozkład zmiennej UW be˛da˛cy
(waz˙ona˛) kombinacja˛ rozkładów Pareto przyjmie postac´:
Pr(UW > m) = Pr
(
N∑
n=1
pnUn > m
)
=
N∑
n=1
pnPr(Un > m) ∼
N∑
n=1
Cnpnm
−α = CWm
−α.
(A.2)
Tak wie˛cUW opisywane jest słabym prawem Pareto z czynnikiem skaluja˛cym CW =∑N
n=1Cnpn, be˛da˛cym s´rednia˛ waz˙ona˛ czynników skaluja˛cych dla poszczególnych
rozkładów Pareto [12].
Omówione powyz˙ej przekształcenia Mandelbrota zmiennych losowych z roz-
kładu Pareto wskazuja˛ na cechy jakimi w ogólnos´ci powinien charakteryzowac´
sie˛ rozkład niezmienniczy. Potwierdzaja˛ one, z˙e prawo Pareto opisuja˛ce dochody
ludnos´ci jest niewraz˙liwe na sposób, w jaki dane o tych dochodach sa˛ gromadzone
i raportowane, co wynika z ich bezskalowego charakteru [5, 6].
B
R O Z K Ł A D S U M Y N N I E Z A L E Z˙ N Y C H Z M I E N N Y C H
L O S O W Y C H P O C H O D Z A˛ C Y C H Z R O Z K Ł A D U PA R E T O
Rozwaz˙my bła˛dzenie przypadkowe pojedynczej cza˛stki na sieci kwadratowej
(rys. B.1). Przyjmujemy, z˙e pojedyncze niezalez˙ne przemieszczenia (be˛da˛ce wek-
torowymi zmiennymi losowymi opisywanymi identycznym rozkładem prawdopo-
dobien´stwa) moz˙liwe sa˛ tylko do najbliz˙szych, sa˛siednich we˛złów sieci w otoczeniu
cza˛stki.
Rysunek B.1: Bła˛dzenie losowe cza˛stki na sieci dwuwymiarowej.
Uwzgle˛dniaja˛c powyz˙sze załoz˙enia, moz˙emy napisac´, z˙e po N krokach prawdo-
podobien´stwo znalezienia cza˛stki w połoz˙eniu ~l wynosi:
PN (~l ) =
∑
~m
p (~l | ~m )PN− 1 ( ~m ) , (B.1)
gdzie p (~l | ~m ) jest prawdopodobien´stwem pojedynczego przemieszczenia, a PN− 1 ( ~m )
wyraz˙a prawdopodobien´stwo znalezienia cza˛stki w połoz˙eniu ~m po N − 1 kro-
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kach. Zakładaja˛c (słaba˛) stacjonarnos´c´ bła˛dzenia przypadkowego p (~l | ~m ) = p (~l −
~m ) i zapisuja˛c równanie (B.1) w reprezentacji Fouriera otrzymujemy:
1
2pi
∫ ∞
−∞ d~k e i
~k~l P˜N (~k ) =
1
2pi
∫ ∞
−∞ d~k
∑
~m
p (~l − ~m ) e i
~k ~m P˜N− 1 (~k ) . (B.2)
Porównuja˛c czynniki pod całka˛ moz˙emy zapisac´, z˙e:
P˜N(~k) =
∑
~m
p(~l− ~m)e−i
~k(~l−~m)P˜N−1(~k), (B.3)
gdzie czynnik p˜(~k) =
∑
~m p(
~l− ~m)e−i
~k(~l−~m) nosi nazwe˛ czynnika struktury bła˛dze-
nia przypadkowego. Zatem, ostatecznie:
P˜N(~k) = p˜(~k)P˜N−1(~k). (B.4)
Rozwia˛zuja˛c powyz˙sze równanie rekurencyjnie otrzymujemy:
P˜N(~k) = [p˜(~k)]
NP˜0(~k). (B.5)
Poniewaz˙ moz˙na przyja˛c´, z˙e w chwili t = 0 cza˛stka be˛dzie znajdowała sie˛ w usta-
lonym punkcie przestrzeni, to warunek pocza˛tkowy moz˙emy zapisac´ w postaci:
P0(~m) = δ(~m), (B.6)
a sta˛d:
P˜0(~k) =
∫∞
−∞ d~mP0(~m)e−i
~k~m =
∫∞
−∞ d~mδ(~m)e−i
~k~m = 1, (B.7)
co po podstawieniu do (B.5) daje poszukiwana˛ ogólna˛ formułe˛:
P˜N(~k) = [p˜(~k)]
N. (B.8)
Zauwaz˙my, z˙e do wyprowadzenia powyz˙szej formuły nie było koniecznos´ci po-
dania jawnej postaci p˜(~k). Nalez˙y podkres´lic´, z˙e wzór (B.8) pozostaje w mocy rów-
niez˙ w przypadku, gdy bła˛dzenie cza˛stki ma charakter cia˛gły (w przestrzeni), tzn.
moz˙liwe sa˛ jej przemieszczenia do dowolnego punktu nieograniczonej przestrzeni
euklidesowej.
Niech prawdopodobien´stwo pojedynczego przemieszczenia cza˛stki be˛dzie opi-
sane rozkładem Lévy’ego postaci:
p(~x) =
1
2pi
∫∞
−∞ ei
~k~x−γ|~k|
α
d~k, α < 2, (B.9)
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gdzie ~x oznacza przemieszczenie cza˛stki w przestrzeni euklidesowej. Moz˙na wyka-
zac´ [6, 82], z˙e dla |~x|→∞ ge˛stos´c´ rozkładu Pareto–Lévy’ego ma pogrubiony ogon,
tzn.:
p(~x) ∼
αγ
|~x|α+1
. (B.10)
Korzystaja˛c z formuły (B.8) wykazujemy poniz˙ej stabilnos´c´ rozkładu Lévy’ego,
co jest równoznaczne z wykazaniem stabilnos´ci rozkładu Pareto.
Czynnik struktury bła˛dzenia przypadkowego (czyli funkcja charakterystyczna
rozkładu p(x)) wyraz˙a sie˛ wzorem:
p˜(~k) =
∫∞
−∞ p(~x)e−i
~k~xd~x. (B.11)
Dla rozkładu Lévy’ego p˜(~k) moz˙na znalez´c´ w prosty sposób zauwaz˙aja˛c, z˙e
w ogólnos´ci:
p(~x) =
1
2pi
∫∞
−∞ p˜(~k)ei
~k~xd~k, (B.12)
co po porównaniu ze wzorem (B.9) daje:
p˜(k) = e−γ|
~k|
α
. (B.13)
Otrzymalis´my zatem funkcje˛ charakterystyczna˛ pojedynczej zmiennej losowej po-
chodza˛cej z rozkładu Lévy’ego. Z kolei dla sumy N niezalez˙nych zmiennych lo-
sowych (N statystycznie niezalez˙nych przemieszczen´ cza˛stki) podlegaja˛cych iden-
tycznemu rozkładowi Lévy’ego zgodnie ze wzorem (B.8) mamy:
P˜N(~k) =
[
e−γ|
~k|
α]N
= e−Nγ|
~k|
α
, (B.14)
co w oczywisty sposób prowadzi do rozkładu Lévy’ego postaci:
PN(~x) =
1
2pi
∫∞
−∞ ei
~k~x−Nγ|~k|
α
d~k. (B.15)
oraz rozkładu Pareto:
PN(~x) ∼
αNγ
|~x|α+1
, przy |~x|→∞. (B.16)
Wykazalis´my zatem, z˙e rozkład Pareto jest stabilny (ze wzgle˛du na swój kształt)
z czynnikiem normalizuja˛cym be˛da˛cym suma˛ czynników normalizuja˛cych poje-
dynczych rozkładów [6, 82].

C
E L I M I N A C J A W S P Ó Ł C Z Y N N I K A c (m 1 , · · · , mN , t )
W U O G Ó L N I O N Y M M O D E L U L O T K A – V O LT E R R A
Dla infinitezymalnych przyrostów ∆t (czyli ∆t → d t), równanie róz˙nicowe
(1.77) przechodzi w naste˛puja˛ce równanie róz˙niczkowe1:
dmi(t)
dt
= [ri(t) − 1]mi(t) − c(m1, . . . ,mN, t)mi(t) + am(t). (C.1)
Sumuja˛c równanie (1.77) obustronnie po i oraz dziela˛c obie strony przez N otrzy-
mujemy:
1
N
∑
i
mi(t+∆t) −
1
N
∑
i
mi(t) =
1
N
∑
i
[ri(t) − 1]∆tmi(t) +
− c(m1, . . . ,mN, t)∆t
1
N
∑
i
mi(t) + a∆tm(t).
(C.2)
Z kolei po uwzgle˛dnieniu (1.80) mamy:
m(t+∆t) −m(t) =
1
N
∑
i
ri(t)∆tmi(t) − [c(m1, . . . ,mN, t) + 1− a]∆tm(t). (C.3)
Poste˛puja˛c analogicznie, jak przy wyprowadzeniu równania (C.1) otrzymujemy:
dm(t)
dt
=
1
N
∑
i
ri(t)mi(t) − [c(m1, . . . ,mN, t) + 1− a]m(t). (C.4)
Wprowadzaja˛c nowa˛ zmienna˛:
xi(t) =
mi(t)
m(t)
, gdzie
∑
i
xi(t) = N, (C.5)
1 Aby otrzymac´ pochodna˛ nalez˙ało podzielic´ obie strony równania (1.77) przez ∆t.
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która wyraz˙a wzgle˛dny dochód i-tego gospodarstwa domowego w chwili t, a na-
ste˛pnie róz˙niczkuja˛c ja˛:
dxi(t)
dt
=
1
m(t)
dmi(t)
dt
−
mi(t)
(m(t))2
dm(t)
dt
⇔ 1
m(t)
dmi(t)
dt
=
dxi(t)
dt
+
mi(t)
(m(t))2
dm(t)
dt
, (C.6)
moz˙emy równanie (C.1) przekształcic´ do postaci:
1
m(t)
dmi(t)
dt
= [ri(t) − 1]
mi(t)
m(t)
− c(m1, . . . ,mN, t)
mi(t)
m(t)
+ a,
= [ri(t) − 1]xi(t) − c(m1, . . . ,mN, t)xi(t) + a,
dxi(t)
dt
+
mi(t)
(m(t))2
dm(t)
dt
= [ri(t) − 1]xi(t) − c(m1, . . . ,mN, t)xi(t) + a,
dxi(t)
dt
+
mi(t)
m(t)
1
m(t)
dm(t)
dt
= [ri(t) − 1]xi(t) − c(m1, . . . ,mN, t)xi(t) + a,
dxi(t)
dt
+ xi(t)
1
m(t)
dm(t)
dt
= [ri(t) − 1]xi(t) − c(m1, . . . ,mN, t)xi(t) + a. (C.7)
Uwzgle˛dniaja˛c równanie (C.4) w postaci:
1
m(t)
dm(t)
dt
=
1
N
∑
i
ri(t)
mi(t)
m(t)
− c(m1, . . . ,mN, t) − 1+ a,
1
m(t)
dm(t)
dt
=
1
N
∑
i
ri(t)xi(t) − c(m1, . . . ,mN, t) − 1+ a (C.8)
i wstawiaja˛c do (C.7) dostajemy:
dxi(t)
dt
= ri(t)xi(t) + a− axi(t) −
xi(t)
N
∑
j
rj(t)xj(t). (C.9)
Otrzymalis´my wyraz˙enie, które juz˙ nie zalez˙y od c(m1, . . . ,mN, t). Tak wie˛c
mimo, iz˙ pojedyncze gospodarstwa domowe sa˛ powia˛zane ze soba˛ za pomoca˛
współczynnika c(m1, . . . ,mN, t), to ich wzgle˛dne dochody sa˛ juz˙ od niego nieza-
lez˙ne.
Ostatni składnik w równaniu (C.9), ła˛cza˛cy poszczególne indywidualne wzgle˛dne
dochody, odgrywa kluczowa˛ role˛ w wymianie bogactwa pomie˛dzy gospodarstwami
domowymi. Poniewaz˙ zmienne losowe ri(t) sa˛ od siebie statystycznie niezalez˙ne
oraz nie zalez˙a˛ od zmiennych xi(t), to w granicy N→∞ moz˙emy przyja˛c´, z˙e:
1
N
∑
i
ri(t)xi(t)→ 0. (C.10)
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A zatem ostatecznie otrzymujemy rozprze˛z˙ony układ równan´ [6, 38–40]:
dxi(t)
dt
= ri(t)xi(t) + a− axi(t), i = 1, . . . ,N, (C.11)
stosunkowo łatwy do dalszej analizy.
Jeszcze raz nalez˙y podkres´lic´, z˙e udało sie˛ zredukowac´ uogólniony model Lotka–
Volterra do postaci, w której nie wyste˛puje złoz˙ona zalez˙nos´c´ od współczynnika
c(m1, · · · ,mN, t).

D
M E T O D A W E I B U L L A
Niech xi (i = 1, 2, . . . ,n) oznacza próbke˛ z rozkładu P(x), o dopełnieniu dystrybu-
anty Π(x), tworza˛ca˛ szereg pozycyjny x1 > x2 > · · · > xn. W przypadku bardzo du-
z˙ej próbki, która˛ teoretycznie moz˙emy uznac´ za nieskon´czona˛, dopełnienie dystry-
buanty Π(x) okres´la ułamek danych w próbce mówia˛cy, z˙e wartos´c´ zmiennej loso-
wej x > x. Wprowadz´my n+1 przedziałów: (−∞; xn], (xn; xn−1], . . . , (x3; x2], (x2; x1],
(x1,∞). Wówczas na kaz˙dy przedział przypada ułamek 1n+1 całos´ci próby. Zatem,
ułamek 1n+1 jest estymata˛ Π(x1),
2
n+1 jest estymata˛ Π(x2), itd., az˙ do ułamka
n
n+1
be˛da˛cego estymata˛ Π(xn). W ten sposób uzyskalis´my empiryczne dopełnienie dys-
trybuanty Π˜(x) (czyli estymate˛ dopełnienia dystrybuanty) w postaci funkcji schod-
kowej [95–97]:
Π˜(x) =

n
n+1 dla x 6 xn,
i
n+1 dla xi+1 < x 6 xi,
0 dla x > x1.
(D.1)
Wzór (D.1) jest wykorzystywany w pracy wsze˛dzie tam, gdzie do analizy da-
nych o dochodach gospodarstw domowych uz˙ywa sie˛ empirycznego dopełnienia
dystrybuanty.
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O P I S Z M I E N N E J „ R O C Z N Y D O C H Ó D B R U T T O
G O S P O D A R S T WA D O M O W E G O ”
Zmienna – „roczny dochód brutto gospodarstwa domowego” analizowana w roz-
dziale 4 została skonstruowana w naste˛puja˛cy sposób (cytuje˛ w oryginale za [104]):
Total gross household income (HY010) is computed as:
The sum for all household members of gross personal income components:
• gross employee cash or near cash income (PY010G);
• company car (PY021G);
• gross cash benefits or losses from self-employment (including royalties) (PY050G);
• unemployment benefits (PY090G);
• old-age benefits (PY100G);
• survivor’ benefits (PY110G);
• sickness benefits (PY120G);
• disability benefits (PY130G);
• education-related allowances (PY140G)
plus gross income components at household level:
• income from rental of a property or land (HY040G);
• family/children related allowances (HY050G);
• social exclusion not elsewhere classified (HY060G);
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• housing allowances (HY070G);
• regular inter-household cash transfers received (HY080G);
• interests, dividends, profit from capital investments in unincorporated busi-
ness (HY090G);
• income received by people aged under 16 (HY110G).
That means:
HY010 = HY040G + HY050G + HY060G + HY070G + HY080G + HY090G + HY110G
+ [for all household members](PY010G + PY021G + PY050G + PY090G + PY100G +
PY110G + PY120G + PY130G + PY140G)1.
1 Szczegółowy opis wyste˛puja˛cych tutaj zmiennych znajduje sie˛ w dokumentacji Eurostatu [104].
F
A N A L I Z A D A N Y C H E M P I RY C Z N Y C H – B A D A N I E E U – S I L C
Tabela F.1: Parametry uzyskane z dopasowania dopełnienia dystrybuanty rozkładu wykładniczego
(prawo Boltzmanna–Gibbsa) do empirycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych do-
chodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej (dane EU–SILC) z lat 2005–
2010.
Rok T
2005 35 597± 5
2006 35 288± 4
2007 36 802± 5
2008 34 873± 3
2009 36 163± 5
2010 35 168± 4
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Tabela F.2: Parametry uzyskane z dopasowania słabego prawa Pareto do s´rodkowej cze˛s´ci empi-
rycznego dopełnienia dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej (dane EU–SILC) z lat 2005–2010.
Rok α m0 [EUR]
2005 3.216± 0.002 39 767± 47
2006 3.094± 0.003 37 546± 54
2007 3.057± 0.003 37 801± 53
2008 3.0632± 0.0005 39 497± 8
2009 2.979± 0.001 36 901± 26
2010 3.329± 0.001 42 367± 18
Tabela F.3: Parametry uzyskane z analizy rankingów rocznych dochodów brutto gospodarstw do-
mowych w Unii Europejskiej (dane EU–SILC) z lat 2005–2010.
Rok αranking1 Const αPareto1 = 1/αranking1
2005 0.648± 0.009 15.88± 0.03 1.54± 0.02
2006 0.465± 0.004 15.23± 0.02 2.15± 0.02
2007 0.430± 0.002 15.14± 0.01 2.32± 0.01
2008 0.470± 0.004 15.42± 0.02 2.13± 0.02
2009 0.3636± 0.0007 14.829± 0.004 2.750± 0.005
2010 0.411± 0.002 14.98± 0.01 2.43± 0.01
G
D O D AT K O W E U WA G I N A T E M AT P R O C E D U RY Ł A˛ C Z E N I A
B A Z D A N Y C H
W rozdziale 4.2 przedstawiono procedure˛ ła˛czenia baz danych, która doprowa-
dziła do uzyskania wystarczaja˛cej liczby danych empirycznych dla wszystkich
trzech klas społecznych Unii Europejskiej, tj. gospodarstw domowych uzyskuja˛-
cych niskie, s´rednie i wysokie dochody. Procedura ta polegała na odpowiednim
zmodyfikowaniu danych dotycza˛cych wartos´ci maja˛tków najbogatszych Europej-
czyków (magazyn Forbes) i poła˛czeniu ich z danymi o dochodach pochodza˛cymi
z bazy EU–SILC. Chociaz˙ dane magazynu Forbes stanowia˛ przybliz˙one oszaco-
wanie maja˛tków posiadanych przez najbogatszych, to pozwalaja˛ one dos´c´ dobrze
ustalic´ ich hierarchie˛ wyraz˙ona˛ poprzez ranking dochodów.
Procedura ła˛czenia baz danych została zaproponowana głównie dlatego, z˙e uz˙yte
do analizy bazy danych, choc´ jedyne doste˛pne, sa˛ niepełne. Niestety baza danych
EU–SILC zawiera bardzo mało obserwacji dotycza˛cych gospodarstw domowych
o wysokich dochodach. Aby temu zaradzic´ wykorzystano w niniejszej rozprawie
dane magazynu Forbes. Nalez˙y podkres´lic´, z˙e celem skonstruowanej procedury
było, oprócz uzyskania bazy danych zwieraja˛cej dane empiryczne w postaci docho-
dów wszystkich klas społecznych, odtworzenie „ogonów” dopełnien´ dystrybuant
(dotycza˛cych gospodarstw domowych o wysokich dochodach, scharakteryzowa-
nych przez wykładnik Pareto α1) analizowanych w rozdziale 4. W rozdziale 4.4
wykładniki Pareto zostały wyznaczone przy uz˙yciu poła˛czonej bazy danych EU–
SILC i magazynu Forbes (patrz sekcja pt.: Rankingi gospodarstw domowych o s´rednich
i wysokich dochodach). Z kolei, w rozdziale 4.5 wyznaczono ich wartos´ci wyła˛cznie
dla bazy danych EU–SILC (patrz sekcja pt.: Rozszerzony model Yakovenko a procedura
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ła˛czenia baz danych). Zauwaz˙ono, z˙e wartos´ci tych wykładników sa˛ wówczas duz˙o
wyz˙sze niz˙ w przypadku poła˛czonych baz (dla których wykładnik Pareto był bliski
jednos´ci). Ska˛d zatem wiadomo, z˙e nalez˙y ła˛czyc´ bazy tak, aby uzyskac´ niz˙sza˛ war-
tos´c´ wykładnika Pareto? Wynika to z faktu, jak pokazano w rozdziałach 3.3 i 4.4, z˙e
wykładnik Pareto opisuja˛cy ogony dopełnien´ dystrybuant moz˙na oszacowac´ przy
pomocy analizy rankingu. Jes´li utworzymy ranking najbogatszych Europejczyków
wykorzystuja˛c tylko i wyła˛cznie dane magazynu Forbes to okaz˙e sie˛, z˙e wykład-
niki Pareto sa˛ bliskie jednos´ci. Zatem ogony analizowanych dopełnien´ dystrybuant
równiez˙ powinny byc´ bliskie jednos´ci, gdyz˙ jak pamie˛tamy αPareto1 = 1αranking1 .
W tabeli G.1 zamieszczono wykładniki Pareto α1 wyznaczone przy uz˙yciu poła˛-
czonych baz danych EU–SILC i magazynu Forbes, oraz wyznaczone przy uz˙yciu
wyła˛cznie bazy danych magazynu Forbes.
Tabela G.1: Wykładniki Pareto α1 wyznaczone przy uz˙yciu poła˛czonych baz danych EU–SILC i ma-
gazynu Forbes oraz wykładniki Pareto α1 wyznaczone tylko przy uz˙yciu bazy danych
magazynu Forbes – lata 2005–2010. W przypadku danych magazynu Forbes oszacowa-
nie wykładnika Pareto dla roku 2009 nie było moz˙liwe, gdyz˙ w bazie mamy tylko 3
obserwacje (patrz rozdział 4).
Baza danych Baza danych
EU–SILC+Forbes Forbes
Rok α1 α1
2005 0.795± 0.009 0.79± 0.02
2006 0.86± 0.01 0.94± 0.04
2007 0.79± 0.01 0.90± 0.03
2008 0.890± 0.007 0.83± 0.03
2009 2.608± 0.006 –
2010 0.77± 0.01 0.86± 0.03
Jak widac´, wartos´ci wyznaczonych niezalez˙nie wykładników Pareto sa˛ zbliz˙one.
Moz˙liwe przyczyny pojawiaja˛cych sie˛ niewielkich róz˙nic zostana˛ omówione w dal-
szej cze˛s´ci rozwaz˙an´.
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Jedno z pytan´ jakie pojawia sie˛ przy ła˛czeniu baz danych, to pytanie o wpływ
ła˛czenia baz danych na kształt analizowanych dopełnien´ dystrybuant. Czy kształt
otrzymanych dopełnien´ dystrybuant po poła˛czeniu baz danych jest taki sam jak
kształt dopełnien´, które otrzymalibys´my posiadaja˛c hipotetyczna˛, pełna˛ baze˛ za-
wieraja˛ca˛ dane o dochodach wszystkich gospodarstw domowych w Unii Europej-
skiej? Aby odpowiedziec´ na to pytanie przeprowadzono symulacje˛ komputerowa˛.
W tym celu wylosowano dwie niezalez˙ne próby liczb z rozkładu Pareto opisywa-
nego ge˛stos´cia˛ prawdopodobien´stwa postaci1:
P(m) =
αλα
(λ+m)α+1
, m > 0,α, λ > 0, (G.1)
dla którego dopełnienie dystrybuanty wyraz˙a sie˛ wzorem:
Π(m) =
(
λ
λ+m
)α
, m > 0,α, λ > 0. (G.2)
Pierwsza próba,N, zawierała 5× 106 liczb z rozkładu Pareto o wykładniku α = 3;
druga próba, N1 zawierała takz˙e 5 × 106 liczb z rozkładu Pareto o wykładniku
α1 = 1. Wykładniki te dobrano tak, aby odtworzyc´ nachylenia wyste˛puja˛ce dla
dopełnien´ dystrybuant utworzonych na podstawie danych empirycznych. Z kolei,
parametr λ = 1 dla pierwszej próby oraz λ1 = 1000 dla drugiej, co pozwala trakto-
wac´ wylosowane liczby jako hipotetyczny dochód gospodarstw domowych.
W kolejnym kroku z wylosowanej próby N1 gospodarstw domowych wybrano
próbke˛ S zawieraja˛ca˛ 200 najbogatszych gospodarstw domowych. Otrzymana w ten
sposób próbka imituje sytuacje˛, w której posiadamy dane o dochodach najbogat-
szych Europejczyków uzyskanych z magazynu Forbes. W próbie Smoz˙emy wyróz˙-
nic´ najniz˙szy „dochód”, który oznaczamy jako mmin.
Naste˛pnie, z próby N usunie˛to gospodarstwa domowe2, których dochód był
wie˛kszy niz˙ mmin (te˛ nowa˛ próbe˛ oznaczmy przez N3), po czym poła˛czono ja˛
z próba˛ S. W ten sposób odtworzono sytuacje˛ pojawiaja˛ca˛ sie˛ dla danych empi-
rycznych, gdzie gospodarstwa domowe o s´rednich dochodach opisywane sa˛ sła-
1 Rozkład ten wybrano dlatego, aby z jednej strony odtworzyc´ sytuacje˛ podobna˛ do tej jaka˛ obserwujemy dla
danych empirycznych dotycza˛cych dochodów gospodarstw domowych w Unii Europejskiej a z drugiej otrzy-
mac´ rozkłady pote˛gowe umoz˙liwiaja˛ce, w dalszym toku rozwaz˙an´ kontrole˛ nachylenia ogonów dopełnien´
dystrybuant.
2 Liczba usunie˛tych gospodarstw domowych wyniosła 225.
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bym prawem Pareto z wykładnikiem α = 3 a gospodarstwa domowe o wysokich
dochodach opisywane sa˛ słabym prawem Pareto z wykładnikiem α1 = 1.
Utworzona˛ w ten sposób nowa˛ próbe˛ N3 + S traktujemy jako dane o dochodach
wszystkich gospodarstw domowych Unii Europejskiej. Dopełnienie dystrybuanty,
utworzone (przy pomocy metody Weibulla – patrz rozdział 3.2) na podstawie tej
nowej próby znajduje sie˛ na rysunku G.1 (skala log–log). Niestety, wykonanie ana-
logicznego wykresu dla danych empirycznych nie jest moz˙liwe, gdyz˙ nie dyspo-
nujemy baza˛ zawieraja˛ca˛ dane o dochodach wszystkich gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej.
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Rysunek G.1: Dopełnienie dystrybuanty utworzone na podstawie próbyN3+S liczb wylosowanych
z rozkładów Pareto opisanych równaniem (G.1). Wylosowane liczby reprezentuja˛ do-
chody gospodarstw domowych w Unii Europejskiej.
Naste˛pnie z próby N3 wybrano losowo próbe˛ P o liczebnos´ci 20 000 gospodarstw
domowych. W tym przypadku otrzymana próba imituje sytuacje˛, w której posia-
damy dane ankietowe pochodza˛ce z bazy EU–SILC.
Dalej poste˛pujemy tak samo jak w przypadku danych empirycznych Eurostatu
i magazynu Forbes (patrz rozdział 4.2, trzeci punkt procedury ła˛czenia baz danych).
Mianowicie, ła˛czymy próbe˛ S z próba˛ P. Naste˛pnie, dla tak utworzonej próby kon-
struujemy dopełnienie dystrybuanty (rysunek G.2a, skala log–log.). Dla porówna-
nia na rysunku G.2b znajduje sie˛ empiryczne dopełnienie dystrybuanty rocznych
dochodów brutto gospodarstw domowych w Unii Europejskiej z roku 2008, przed
zastosowaniem ostatniego punktu procedury ła˛czenia baz danych (patrz rozdział
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4.2), czyli przed pomnoz˙eniem danych o dochodach z magazynu Forbes przez
czynnik proporcjonalnos´ci (wynosza˛cy 1.0× 10−2).
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Rysunek G.2: (a) Dopełnienie dystrybuanty (czerwone i niebieskie punkty) utworzone na podstawie
poła˛czonej próby P+S liczb wylosowanych z rozkładów Pareto opisanych równaniem
(G.1). Wylosowane liczby reprezentuja˛ dochody gospodarstw domowych w Unii Eu-
ropejskiej. Jak widac´, otrzymany rozkład jest niecia˛gły. Czerwone punkty odpowia-
daja˛ danym z próby P a niebieskie danym z próby S. Na rysunku zamieszczono dla
porównania dopełnienie dystrybuanty (szare punkty) utworzone na podstawie próby
N3 + S. (b) Empiryczne dopełnienie dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospo-
darstw domowych w Unii Europejskiej z roku 2008. Punkty czerwone reprezentuja˛
dane empiryczne pochodza˛ce z badania EU–SILC a niebieskie dane empiryczne po-
chodza˛ce z magazynu Forbes.
Jak moz˙emy zauwaz˙yc´, otrzymane rozkłady sa˛ niecia˛głe. Niecia˛głos´c´ ta wynika
z faktu, z˙e zarówno w przypadku danych z symulacji jak i danych empirycznych
mamy pewne niedoszacowanie dochodów gospodarstw domowych zawartych po-
mie˛dzy najbogatszymi z badania EU–SILC (lub odpowiednio próby P) i „najbied-
niejszymi” z rankingu magazynu Forbes (lub odpowiednio z próby S). Nalez˙y tez˙
zwrócic´ uwage˛ na fakt, z˙e choc´ otrzymane dopełnienie dystrybuanty (rysunek
G.2a) ma inny kształt niz˙ dopełnienie przedstawione na rysunku G.1, to w obu
przypadkach nachylenie ogonów jest identyczne.
Aby pozbyc´ sie˛ niecia˛głos´ci wyste˛puja˛cej dla analizowanych dopełnien´ dystry-
buant, posta˛piono analogicznie jak w czwartym punkcie procedury ła˛czenia baz
danych (patrz rozdział 4.2). Dane o dochodach z próby S pomnoz˙ono przez czyn-
nik proporcjonalnos´ci, który wyniósł 0.25 (przypomnijmy z˙e dla danych empirycz-
156 dodatkowe uwagi na temat procedury ła˛czenia baz danych
nych dotycza˛cych dochodów gospodarstw domowych w Unii Europejskiej czyn-
nik ten wyniósł 1.0 × 10−2) a naste˛pnie próbe˛ te˛ poła˛czono z próba˛ P. Wykres
dopełnienia dystrybuanty otrzymanego dla zmodyfikowanej próby P + S znajduje˛
sie˛ na rysunku G.3a (skala log–log). Dla porównania na rysunku G.3b znajduje
sie˛ empiryczne dopełnienie dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw
domowych w Unii Europejskiej z roku 2008, otrzymane po pomnoz˙eniu danych
z magazynu Forbes przez czynnik proporcjonalnos´ci.
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Rysunek G.3: (a) Dopełnienie dystrybuanty (czerwone i niebieskie punkty) utworzone na podstawie
zmodyfikowanej próby P + S. Tym razem otrzymany rozkład jest cia˛gły. Czerwone
punkty odpowiadaja˛ danym z próby P a niebieskie danym z próby S pomnoz˙onej
przez czynnik proporcjonalnos´ci. Na rysunku zamieszczono dla porównania dopeł-
nienie dystrybuanty (szare punkty) utworzone na podstawie próby N3 + S. (b) Empi-
ryczne dopełnienie dystrybuanty rocznych dochodów brutto gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej z roku 2008. Punkty czerwone reprezentuja˛ dane empiryczne po-
chodza˛ce z badania EU–SILC a niebieskie dane empiryczne pochodza˛ce z magazynu
Forbes (po pomnoz˙eniu przez czynnik proporcjonalnos´ci).
Analizuja˛c wykres G.3a moz˙emy zauwaz˙yc´, z˙e zastosowanie czynnika skaluja˛-
cego do danych z próby S uczyniło analizowane dopełnienie dystrybuanty rozkła-
dem cia˛głym, jednoczes´nie zachowuja˛c nachylenie ogona, który nadal opisywany
jest prawem Pareto z wykładnikiem α1 = 1. Dopełnienie to ma kształt podobny do
dopełnienia dystrybuanty utworzonego na podstawie próby N3+ S (patrz rysunek
G.1). Zniekształceniu uległa wyła˛cznie s´rodkowa cze˛s´c´ rozkładu. Wynika to przede
wszystkim z faktu, z˙e dla próby P + S najwie˛ksze niedoszacowanie wyste˛puje dla
gospodarstw domowych uzyskuja˛cych s´rednie dochody.
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Podsumowuja˛c: zastosowanie czynnika skaluja˛cego w procedurze ła˛czenia baz
danych pozwala z dobrym przybliz˙eniem odtworzyc´ dopełnienia dystrybuant jakie
otrzymalibys´my posiadaja˛c dane o dochodach wszystkich gospodarstw domowych
w Unii Europejskiej. Czynnik ten dobieramy tak, aby z jednej strony, po poła˛cze-
niu baz danych, otrzymac´ rozkłady cia˛głe a z drugiej strony odtworzyc´ poprawne
nachylenie ich ogonów. Dobór zbyt małego czynnika skaluja˛cego doprowadziłby
do niepoprawnych nachylen´ ogonów dopełnien´ dystrybuant. Z kolei, czynnik zbyt
duz˙y nadal dawałby rozkłady niecia˛głe.
W przypadku danych empirycznych dotycza˛cych rocznych dochodów brutto go-
spodarstw domowych w Unii Europejskiej wartos´c´ czynnika skaluja˛cego (na po-
ziomie 1.0× 10−2) pozwala równiez˙ na przybliz˙one oszacowanie jaka˛ cze˛s´c´ róz˙nicy
maja˛tków stanowi dochód.

H
W S P Ó Ł C Z Y N N I K G I N I E G O
Współczynnik Giniego (nazywany równiez˙ indeksem Giniego lub wskaz´nikiem
Giniego) jest statystyczna˛ miara˛ dyspersji zaproponowana˛ przez włoskiego staty-
styka i socjologa Corrado Giniego. Wyraz˙a on nierównomiernos´ci rozkładu zmien-
nej losowej [117].
Współczynnik Giniego jest powszechnie stosowany jako miara nierównos´ci uzy-
skiwanych przez gospodarstwa domowe dochodów lub posiadanego przez nie
bogactwa. Jes´li wartos´ci dochodów mi uzyskiwanych przez poszczególne gospo-
darstwa domowe uporza˛dkujemy rosna˛co (mi < mi+1) to wówczas współczynnik
Giniego wyraz˙a sie˛ wzorem:
G =
∑N
i=1 (2i−N− 1)mi
N2 〈m〉 , (H.1)
gdzieN jest liczba˛ gospodarstw domowych w analizowanej próbie a 〈m〉 =
∑N
i=1mi
N .
Współczynnik Giniego zawiera sie˛ w przedziale od zera (gdy wszystkie go-
spodarstwa domowe uzyskuja˛ taki sam dochód) do jeden (gdy tylko jedno go-
spodarstwo domowe uzyskuje dochody, a pozostałe nie osia˛gaja˛ z˙adnych docho-
dów) [113–117].
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